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Ct FACULDADEDE e Algebra Linear e Geometria Analitica
UNIVERSIDADE NOVA DE LISB0A Exame de Recurso — 17 de Janeiro de 2017

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

Na resolugdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagio]
1. Considere a sequéncia de vectores de R3, S = (u,v,w), com u = (—1,0, —k),v = (k,1,1) ew = (2,1,k+1),
com k € R.
[1,0] (a) Determine para que valores de k a sequéncia S é linearmente independente.
[1,0] (b) Seja F' = (u,v,w). Para k = 1 indique uma base de F.
-1 0 -k
[1,0] (c) Seja A= ko1 1 € Msx3(R). Atendendo a que as linhas da matriz A correspondem aos
2 1 k+1
vectores u, v, w justifique que, para k = —1, o sistema AX = B é um Sistema de Cramer, qualquer
que seja B € Mj3x1(R).
-1
[1,0] (d) Seja k = —1. Utilizando a Regra de Cramer resolva o sistema AX = B, com B= | —1
2
2. Considere a base de Mayo(R), By = <{ 21 }, { Lot }, { -t }, { 20 }), e a base de R3,
11 2 0 0 o 0 0
By = ((0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)), e a aplicacdo linear f : Mayy2(R) — R? tal que
a b _
/ ([ o ) = (a.b.a+D)
para todo o [ Z Z } € Maoya(R). Seja A = M(f; B, B2).
[1,5] (a) Determine a matriz A.
[1,0] (b) Determine uma base do Nuc f e indique, justificando, se f é injectiva.
[1,0] (¢) A partir da dimensao de Im f indique, justificando, se f é sobrejectiva.
[1,0] (d) Considere a base B’y = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) de R3. Determine a matriz de mudanca de base

Q € M3y3(R) tal que M(f;B1,B'2) = QA.

Mude de Folha

[Continua no verso desta folha]
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3. Considere a matriz

0 -2

2 4 | € Msy3(R).
0 4

(a) Determine os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.

(b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios da matriz A.

c) Verifique que A é diagonalizavel e indique uma matriz invertive al que P~ seja diagonal.
Verifi A é di lizdvel e indi triz i tivel P tal P71AP seja di 1

—4 2 0
(d) Justifique que a sequéncia ol,| -4 |,] -3 é uma base de vectores proprios de A.
-2 0

(e) Seja f:R3 — R? uma aplicacdo linear tal que M(f;b.c.gs,b.c.ps) = A. Considere
B = ((747 0, 2)3 (27 —4, 72)7 (07 -3, O))

uma base de R3. Justifique, sem efectuar célculos, que M(f; B, B) é diagonal.

Mude de Folha

4. Num referencial ortonormado directo (O;eq, ez, e3) considere os vectores u = (1,2, —1) e v = (—1,1,1).

(a) Usando o produto externo, determine um vector w de norma 3 que seja perpendicular a u e v.
(b) Indique a édrea do paralelogramo definido pelos vectores u e v.

(c¢) Determine sen £ (u,v).

Mude de Folha

5. Sejam A € M« € B € M, «,, invertivel. Mostre que:

(a) Se a € K é valor préprio de A entdo « é valor préprio de AT.
(b) Se 3 € K é valor préprio de B entao 3 # 0 e 371 é valor préprio de B~1.

(c) As matrizes BAB~! e B~1AB tém os mesmos valores proprios.
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Uma resolugdo com notas explicativas

[1.0] 1. (a) De modo a determinar os valores de k € R para os quais a sequéncia de vectores S é linearmente

independente disponhamos os vectores u, v € w numa matriz

-1 0 -k
A= k1 1
2 1 k41

e vejamos para que valores de k temos a caracteristica de A igual a 3.

-1 0 -k -1 0 —k -1 0 —k
— - 2 2
A= | 1 lzitl;zlf 0 1 —k+1 PRI 0 1 —k*+1 [(fe.).

2 1 k+1 01 —k+1 0 0 Kk*—k

Sabendo que a caracteristica da A é dada pelo nimero de linhas nao nulas de uma sua forma de

escada, entdo caracteristica de A é 3 se e s6 se
k40 kk—1)#02k#0Ak#1,

ou seja, se e sé se k € R\ {0,1}.

Assim a sequéncia de vectores S é linearmente independente, se e s6 se k € R\ {0, 1}.

[1,0] (b) Como j4 vimos na alinea (a)
-1 0 —k
A (linhas) 0 1 —k*+1
0 kK —k
donde, para k =1, vem
-1 0 -1
A (linhas) 0 1 0
0 0 O

Assim uma base de F seria, por exemplo, a sequéncia de vectores ((—1,0,—1),(0,1,0)) pois as linhas
nao nulas de uma matriz em forma de escada equivalente por linhas a A geram também o subespago
F e sdo linearmente independentes. A sequéncia ((—1,0,—1), (1,1,1)) é também uma base de F' pois
é constituida por 2 vectores de F' linearmente independentes (sdo nao nulos e nenhum é miltiplo
escalar do outro) e ji vimos que dim F' = 2.

[1,0] (c) Na alinea (a) jé verificdmos que para k = —1 a caracteristica de A ¢ igual a 3 e, portanto, A é
uma matriz invertivel pois é do tipo 3 x 3 e tem caracteristica 3. Entao o sistema AX = B é de
Cramer para k = —1, independentemente da matriz B € M3yx3(R), pois a matriz simples do sistema

é quadrada e invertivel.

[1,0] (d) Para k = —1 a matriz A é dada por

0
A= -1 1
2 1

S =

Como a matriz A é invertivel o sistema AX = B é de Cramer e a sua solugdo (tinica) pode ent&o ser

obtida recorrendo-se & regra de Cramer que garante que é da forma (x,y, z), onde

-1 0 1 -1 -1 1 -1 0 -1
-1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1

2 10 2 2 0 2 1 2
.13:7, y:—’ I
A A Al
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Logo,

A 0 0
r= — = 1, y = —_—= O7 2= — = 0’
|A] |A]

e (z,y,z) = (1,0,0) é a tnica solugao do sistema pois matrizes com duas colunas iguais tém determinante

nulo.

[15] 2. (a) Atendendo a que:

~
7N
| —
=N
=

(1,1,14+1)=(1,1,2) =2-(0,0,1) +1-(1,0,0) + 1-(0,1,0)

= (-1,1,-141) = (=1,1,0) = 0 (0,0,1) + (-1) - (1,0,0) + 1 - (0,1,0)

kh
7N
| —
o |

—
S =

= (2,0,240) = (2,0,2) =2 (0,0,1) + 2 (1,0,0) + 0- (0,1,0)

~ ~
7\ 7N
o N [
o O o
N N N N
Il

podemos obter a matriz pretendida dispondo por colunas os coeficientes anteriormente obtidos.

Assim teremos:

3 2 0 2
A=M(f;B1,B2)=1|2 1 -1 2
1 1 1 0
[1,0] (b) Sabemos que
Nucf:{[z Z]GMQXQ(R)JC<|:Z Z:|> :(07070)}
Ora
f({‘; ZD_(0,0,0)@(a,b,a+b)_(0,0,0)@a_0Ab_0.
Assim

Nucf = ’; Z—EMQXQ(R)ZCLZO/\Z)ZO}

Il
P N e W e N e N
6o o o
= o
[=NNe) U
+
| —
QU o

A sequéncia ( [ (1) 8 }, [ 8 (1) }) ¢é linearmente independente pois é constituida por dois vectores

nao nulos de Nuc f em que nenhum deles é multiplo escalar do outro e é geradora, logo é uma base

do Nuc f.

0

Para f ser injectiva teriamos de ter Nuc f = { [ o 8 } } Como tal nao acontece podemos concluir

que f ndo é injectiva.

[1,0] (c) Pelo Teorema da dimensao sabemos que

dim(Mzx2(R)) = dimNuc f + dimIm f < 4 =2+ dimIm f < dimIm f = 2.
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(1.0]

(1.0]

(1.0]

3.

(d)

(a)

(b)

Como uma aplicacao linear é sobrejectiva se, e s6 se, a dimensao do espago imagem for igual a
dimensao do espago de chegada podemos concluir que, neste caso, f nao é sobrejectiva pois a dimensao
do espaco de chegada ¢ dim(R?) = 3 # dim Im f.

Esquematicamente temos:

f idps
MQ)(Q(R)\ A ~ R3 ) ; R3 .
B \\\ Bs /// é
\M

Uma vez que f = idgs of podemos afirmar que M(f;B1,B5) = QA onde @ é a matriz de mudanga
de base M (idgs; Be, BS).
Atendendo a que

idgs (0,0,1) = (0,0,1) =0-(1,1,1) + 0-(0,1,1) + 1-(0,0,1)

idgs(1,0,0) = (1,0,0) = 1-(1,1,1) + (=1) - (0,1,1) + 0 - (0,0, 1)
idgs(0,1,0) = (0,1,0) = 0 (1,1,1) + 1 (0,1,1) + (=1) - (0,0,1)

0 1 0
podemos afirmar que a matriz de mudanga de base M(idg3; B2, B5) = | 0 -1 1 =Q.
1 0 -1

Os valores préprios de A sao as solugoes da equagao caracteristica det(A—xI5) = 0 na indeterminada

z. Ora

det(A —zl3) = 22—z 4 | 5 (2-x)(-1)*"7
1 0 4—=x
= —(z-2)[1-2)4—2)—(-2)]=—(z—2)(2*> =5z +6) = —(z — 2)*(z — 3)

pelo que 2 e 3 sdo os valores préprios de A.

O valor préprio 2 tem multiplicidade algébrica 2 e o valor préoprio 3 tem multiplicidade algébrica 1.

O subespago proprio associado ao valor proprio 2 é

My = {X S M3><1 tAX = 2X} = {X S ./\/l3><1 : (A+ (—2)[3)X = 03><1}~

X
Resolvendo o sistema (A + (—2)I3)X = 03x1, com X = | y |, vem
-1 0 -2]o0 102/o] — 10 2]o0
A+ (=2)Ij0)=| 2 0 4 |0 || 2 0 ajo| LTEDh o 0 00
1 0 210 1 0 2|0 s+ (=1)h 00 0f0 ] .

ou seja,

r+22=0 2= -2z
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Assim,
T —2z -2 0
My = y | EMsx1:x=—-2z, = Y ty,z € R —< 0o |, 1 >
z z 0
[ 2 0
Como a sequéncia 0 |,| 1 é geradora de My e é linearmente independente (note-se que
0
-2 0
-2 0 1 . )
T 0 1 o = 2), entdo o |,]1 ¢ uma base de M.
1 0

Por outro lado, o subespago proprio associado ao valor préprio 3 é

Mz = {X € Mszy1: AX = SX} = {X € M3y : (A+ (—3)[3)X = 03><1}~

x
Resolvendo o sistema (A + (=3)I3)X = 03x1, com X = | ¢ |, vem
z
[ 2 0 -2 10 1
[A+ (=3)310]=| 2 -1 4 |0 o |2 -1 o4 =
1 0 1|0 1 0 1
1 0 0 1o
L+ (=2 | o -1 o |0 1 -2
I3+l o 0o o]0 00 010
L (fer.)
ou seja,
r+2=0Ny—2z2=0&8z2=—2ANy=2z
Assim,
T —z -1
M3 = EMsu1:x=—2Ny=2z, = 22 | :z€R :< 2 >
z z
—1
Como a sequéncia 2 é geradora de M e é linearmente independente (note-se que é com-
1
—1
posta por um unico vector nao nulo), entéo 2 é uma base de M3.
1
[1,0] (¢) A matriz A é diagonalizdvel pois a soma das multiplicidades geométricas dos valores préprios de A

é igual & ordem da matriz A, isto é, m.g.(2) + m.g.(3) = 3. Notemos que m.g.(2) =2 e m.g.(3) = 1,
pois M5 tem uma base com dois elementos e logo dim Ms = m.g.(2) = 2 e M5 tem uma base com
um elemento e, portanto, dim M3 = m.g.(3) = 1.

Uma matriz P tal que P"'AP = D, sendo D diagonal, é pois uma matriz construida a partir dos
vectores préoprios que definem as bases de My e M3, colocados em colunas pela ordem correspondente

& posicao dos valores préprios de A, colocados na matriz

D =

o O N
o N O
w o O
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Por exemplo a matriz P pode entao ser dada por

-2 0 -1
P = 0o 1 2
1 0 1
) —4 0 [ o
[1,0] (d) Como2 0 | =] 0 e —3| 1| =] —3 | entdo a sequéncia de vectores de M3y (R),
1 0 0
—4 0 —1 2
0o |,]| -3 , ¢ também uma base de M5. Por outro lado, como —2| 2 = | —4 | entao
0 —2
2
a sequéncia de vectores de Msyx1(R), —4 , € também uma base de Mj3. Assim a sequéncia
—2
—4 2 0
de vectores de M3x1(R), 0o |,| -4 1, -3 , € linearmente independente e, portanto, é
2 -2 0

uma base de M3x1(R), ou seja, é uma base de vectores préprios de A.

—4 0
[1,0] (e) Vimos na alinea (d) que | 0 | e | —3 | slo vectores préprios de A associados ao valor préprio 2
0
2
e | —4 | é vector préprio de A associado ao valor préprio 3. Entao
—2
—4 —4 2 2 0 0
A =2 0 |,A|l 4| =] -4 | e A| -3 | =1| -3
2 —2 —2 0 0
donde
£(0,-3,0) = 2(0,—3,0) = 0(—4,0,2) + 0(2, —4, —2) + 2(0, —3,0)
e, portanto,
2 0 0
M(f;B,B)=10 3 0
0 0 2

[1,0] 4. (a) Determinemos uxwv.

Utilizando como mneménica o desenvolvimento do “determinante” sem significado matemético
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[1.0]

(1.0]

(1.0]

5.

(b)

()

(a)

pelo Teorema de Laplace aplicado a linha 1, obtemos

—1
1 1

1 -1
-1 1

UXV =

€1 —’
= 3eq + 0es + 3es.

Determinemos agora um vector unitario perpendicular a u e a v e um vector perpendicular a u e a

v com norma 3.

Por definicao de produto externo, como u e v sao linearmente independentes, uxwv é um vector

perpendicular a u e a v.

Tem-se

uxv|| = v/(uxv) | (uxv) = v/32 + 02 + 32 = V18 = 3v/2.

Como para qualquer o € R\ {0} e qualquer vector z nio nulo, de R?, o vector az tem a direccao de

z e ||az|| = || ||z]|, basta considerar um vector
aluxv)
com
ol = —
al = ——,
3v2
1 1

ou equivalentemente, « = — ou aa = ———.
3V2 3V2
Logo, o vector

= ——(ux )——1 (3e1 + Oeg + 3e3)
w = UXv) = (& [ €:
3\/§ ! 2 s

é, ainda, perpendicular a u e a v e tem norma 1 tal como o vector

/

1 1
———(uxv) = ———=(3e1 + Oeg + 3e3).
3\/5( ) 3\/5( 1 2 3)

Se pretendermos um vector perpendicular a v e a v com norma 3, basta considerar o vector

1
z=3w = —=(3e1 + 0ey + 3¢
\/5( 1 2 3)
ou )
2 =3w = ———=(3e1 + Oea + 3e3).

V2
A drea do paralelogramo definido pelos vectores u e v é dada pela norma do produto externo de u

por v. Ora j& vimos na alfnea (a) que essa norma tem o valor 3v/2 entdo a drea do paralelogramo

definido pelos vectores u e v tem o valor absoluto 3v/2.

Como ||uxv|| = |Jul|||v]|sen £(u,v), e u e v sdo vectores nao nulos,

luxv|| 32 3V2

sen £(u,v) = =

RN S e e G IS S Ay V- A

Tendo em conta que o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta e, as

propriedades da transposicao de matrizes, vem, para qualquer que seja o € K,
IA—al,|=|(A—al,)"|=|AT — (al,)"| = |AT —al]| = |AT — al,|.

Ora a € K é valor préprio de A se, e sé se, |A—al,| = 0. Como ja provamos que |[A—al,| = |[AT —al,|

entdo temos também |AT — al,| = 0 e, portanto, a também é valor préprio de AT.
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(1.0]

(1.5]

(b)

()

Ora 8 € K é valor préprio de B se, e s6 se, |B— 1,,| = 0. Como, por hipétese, a matriz B é invertivel
nao podemos ter 8 = 0 pois nesse caso viria |B| = |B — 0I,,| = 0 o que estaria em contradigdo com
a hipétese de B ser invertivel.

Assim 3 # 0 e, portanto, existe 37! € K tal que S5~ = 718 = 1.

Por definigdo de valor préprio, se 8 € K é valor préprio de B entao existe X € M,,«1(K) tal que
BX = BX. Por outro lado, como B ¢é invertivel existe B~! € M,,»,,(K) tal que BB~! = B~!'B = I,,.

Entao

BX=8X = B YBX)=B!'8X)= (B 'B)X=3(B"'X)=1,X =B8(B'X)
X=pBX)= ' X =5"1B(BX)) = 71X = (718)(B7'X)
= B'X=1B"'X)=p"'X=B"'X

Y

e, portanto, 37! é valor préprio de B~L.

Como
|BAB™! —zI,| = |BAB™'—2BI,B™'| = |B(A—zl,)B™|
= |Bl|A-=L||B™| = |B7Y|A~zL|B| = |B™Y(A~=xl,)B|
= |B'AB-2B'I,B| = |B"'AB — 21,

as matrizes BAB™! e B~'AB tém o mesmo polinémio caracteristico e, portanto, tém os mesmos

valores proprios.



