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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.
[Cotagio]

1. Considere as matrizes

2 -1

0o 11 0 -1 0 1
A1—|:1 ~1 2],B1—{1 1 —1]€M3x3(R)eC—{ 2]€M3X1(R).
4 0o 2

Apresentando todos os cédlculos efetuados determine:

[1,0] (a) A matriz X tal que 2X + (A71)T =3(X — B71).
[1,5] (b) A matriz B1C e a matriz Y que verifica AY = B~1C.
[1,5] (c) O elemento (2,3) da matriz (AB)~1.

2. Considere a matriz A = E1E5F3, sendo:
1 0 0 1 0 0 0 1 0
Ei=| -2 1 0o |,Ba2=]0 1 o|,BEs3=|1 0 0| € MsxsR).
0 0 1 0 2 1 0 0 1

[2,5] (a) Justifique que F1, E5 e F3 sdo matrizes elementares e indique o tipo e a transformagao elementar

que permite obter cada uma dessas matrizes a partir da matriz identidade.

[1,0] (b) Justifique que A é invertivel.
0 1 0

[3.0] (¢) Atendendo a que A = { 1 -2 0 } , determine A1,
2 0 1

3. Para cada k € R e para cada ¢t € R, considere o sistema (Sy ) de trés equagoes lineares nas incégnitas

x,y, 2z sobre R:
r+2y+z = -2
(Sk,t) —y+2z = -3 .
—2x—4dy+kz = t

[0,5] (a) Determine a matriz ampliada do sistema.
[3.0] (b) Discuta o sistema (Sk,) em fungdo dos parametros k e t.
[2,0] (c) Para k = —2 e t = 4 indique o conjunto das solugdes do sistema.

0 2 0
[1,0) 4. Considere a matriz A= | 3 4 2 | € Msx3(R). Determine A(2|3) e da3.

-1 6 3

5. Sejam A € M, xn(K) e B € M,,»,(K).

[1,5] (a) Mostre que se m =n e A é uma matriz invertivel entao r(AB) = r(B).
[1,5] (b) Seja A’ uma matriz em forma de escada equivalente por linhas a A. Mostre que para qualquer

A € Mpxn(K) e para qualquer B € M,,»,(K) se tem r(AB) = r(A’'B) < r(A).

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. (a) Atendendo as propriedades da adigdo de matrizes e do produto de um escalar por uma matriz, temos

as seguintes equivaléncias:

2X +(A™HT =3(X - B

& 2X+ (AT =3X -3B7!
& —3X+2X=-3B"'-(AaHT
& (342X =-3BB'4+(4aHT
& —X=-BB'4AHT
& X=3B"'4ANHT.
Logo
.
0o -1 0 0 1 1
X = 3|1 1 -1 |+ 1 -1 2
0 2 -1 2 -1 4
0 -3 0 0 1 2
= 3 3 =3 |+ |1 -1 -1
0 6 -3 1 2 4
0o -2 2
= 4 2 —4
1 8 1
(b) Ora

0 -1 0 1 -2
B7'C=|1 1 -1 2 | = 6 |.
0o 2 -1 -3 7
Como, pela propriedade associativa da multiplicagao de matrizes, pela definicao de matriz invertivel

e pelas propriedades de I,,, se tem

AY =B~ 'C AN (AY) = A" Y(B71O)
ATrA)Y = A Y(B71O)
LY =AYB'0)

(
Y =A"YB7'0)

0 1 1
Y=|1 -1 2
2 -1 4

(c) Pela teoria das matrizes invertiveis

OB

vem

(AB) ' =B7'A"
Assim, pela definicao de produto de matrizes,

(AB)™Y)a3 = (B7'A71)93 = ”linha 2 de B! x coluna 3 de A=!”
= (B 21(A )13+ (B " )22(A Moz + (B )23(A™ )33
= 1-1+1-2+(-1)-4
= 1+2-4
= -1
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2. (a) Uma matriz E € M, x»(K), com K=R ou K =C e n €N, diz-se elementar se se obtém da matriz
identidade de ordem n, I,, efectuando uma tnica transformagao elementar (sobre linhas ou colunas).
Como

I3 By, I3 55 B e I3 B,

-
lz+(—2)l1 l1+lo
entao F, e Fy sao matrizes elementares do tipo III e F3 é uma matriz elementar do tipo I.
(b) Toda a matriz elementar é invertivel e A é um produto de matrizes elementares, logo A é invertivel.

(c) Pela teoria das matrizes invertiveis, como A = EyEyF5 entido A~! = By 'E; ' E; . Ora a inversa de

uma matriz elementar é também uma matriz elementar e, portanto,

0
-1 _ .
El" =121 0 pois I3 P E)H Er ST I3,
0 1
. 0 0
ESx"=]10 1 o pois I3 TS FEy T2k I3 e
0 -2
. 0
3 = 1 0 O :Eg po1s [3 Lols E1 hols Ig.
0 0 1
Assim
) [0 1 o0 1 0 0 0 0
A7 = 1 0 0 0 0 2 1 0
L0 0 1 0 -2 1 0 0 1
[0 0 1 0 0
= 1 0 o0 2 1 0
| 0 —2 0 0 1
[ 1 0
= 1 0 o0 |.
| -4 —2 1
Processo alternativo:
o 1 0]1 0 -2 0]lo 1 o0 1 -2 olo 1 0
[AlI]=1]1 -2 oo T 0|1 0 0| s 1 0|1 0 0|
2 0 110 10 o0 1 1o —2 1
1 —2 ol o 1 o0 1 0 of 2 0
_ -1
eyl of 1 0 0| g5t o 1o 0o o | =347
1] -4 —2 0 1] -4 —2 1
3. (a) A matriz ampliada do sistema é a matriz
12 1| -2
0 -1 2|-3
-2 -4 k| ¢
(b) Ora
12 1] -2 12 1] -2
_ _ R oY
[A|B] = 0 -1 2| -3 | om0 -1 2| -3 | =[A"B].
2 -4 k| ¢ 0 0 k+2|t—4

Observamos que a matriz [A’|B’] estd em forma de escada independentemente dos valores que k e ¢

possam assumir em R. Como
k+2=0 < k=-2

t—4=0 & t=4

entao:
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e se k # —2 entdo, para qualquer ¢t € R, temos r(A) = r([A|B]) = 3 = n° de incdgnitas e, portanto,
o sistema é possivel determinado;

o sck=—2et#4, temos r(4) =2 < 3 =r([A4]|B]), e o sistema é impossivel;

e sc k=—-2et =4, entdo r(A) = r([A|B]) = 2 < 3 = n° de incégnitas e, portanto, o sistema ¢é

possivel indeterminado com grau de indeterminacéo 1 (pois n —r(4A) =3 -2 =1).

(¢) Para k= —2 et = 4 temos

12 1] -2 12 1] -2
[AIB]=| o -1 2| -3 |5z |0 -1 2|-3|=[AB]-
—2 -4 -2 0o 0| o]
1 1] -2 1 0 5]-8
W 0o 1 -2 3 | = [AH‘B”] m 0o 1 -2 3 | = [AW|BW]
o o 00 of o

e a matriz [A”/|B""’] estd em forma de escada reduzida. O sistema de equagGes lineares nas incégnitas

x,y, z sobre R correspondente & matriz ampliada [A"'|B"'] é

r = —-8-52
y = 3+2z
0 = 0

Logo o conjunto de solugoes do sistema é

{(-8 52,3+ 22,2): z€R}.

4. Por definigao, A(2]3) é a matriz quadrada de ordem 2 que se obtém a partir da matriz A retirando a linha

2 e a coluna 3, isto é,
A(2]3) = { _01 (2; }
Assim

dos = (—1)*"3 det A(2[3) = f‘ °o ‘ =—(0:6-2-(-1)) = —2.

5. (a) Como A é invertivel podemos escrever A = F,--- E; sendo Fj,..., Es matrizes elementares, com
s € N. Logo AB = E; --- E1 B e, portanto, existem By, By, ..., Bs € M, x,(K) tais que

B:B()TB]_T BS,1T5>BS:ES~-~ElB:AB

e
Tsfl

sendo T7,...,Ts as transformagoes elementares sobre linhas correspondentes, respetivamente, as

matrizes elementares F1, ..., Es. Assim AB é equivalente por linhas a B e, portanto, r(AB) = r(B).

(b) Como A’ é equivalente por linhas a A existem Fi,...,Fs, com s € N, matrizes elementares tais
que A’ = E,--- E1A. Tomando P = E, --- F; temos que P ¢ invertivel, pois é produto de matrizes

elementares e, pela associatividade do produto de matrizes,
A'B = (PA)B = P(AB).

Logo, pelo que provdmos na alinea (a), r(AB) =r(A’'B).

Se r(A) = m entdo, como o numero de linhas de AB é m, temos

r(AB) <m =r(A4).
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Suponhamos que r(A4) < m. Entdo A’ tem p linhas nulas, com p € {1,...,m}. Daqui concluimos que
A’B tem também, pelo menos, p linhas nulas. Como r(AB) = r(A’B), qualquer forma de escada

obtida a partir de AB tera, pelo menos, p linhas nulas e, também neste caso, temos

r(AB) <r(A).



