Ct FACULDADEDE e Algebra Linear e Geometria Analitica
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Segundo Teste — 23 de Novembro de 2016

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.
[Cotagio]

1. Considere os seguintes subespacos de R*

F={(a,bc,d eR*:a=-b+c A d=0}, G={(a,bc,deR*:a=d+c A b=0}.

a) Determine uma base e a dimensao para o subespago F' e para o subespacgo G.

(2.0] (
(b

[0,5] Indique uma sequéncia geradora do subespaco F' + G.

[1,5] (c

)
)
) Justifique que dim(F + G) = 3 e determine dim(F N G).
)

[2,0] (d) Indique, justificando, uma base de F N G.

2. Considere a matriz Ay, € Myx4(R), com k € R:

1 0 -1 0
0 -1 1 k

Ay =
0 k -k k
-1 0 2 k+2

[2,5] (a) Utilizando determinantes, indique o conjunto dos valores de k para os quais a matriz Ay é invertivel.
[3.0] (b) Para k = 3 determine, apresentando todos os célculos efectuados:

(i) det Ag (i) (AdjAg)s, (iii) (A,;l)M, sem determinar A; '

3. Considere a base (u1,us) de R2.

[1.5] (a) Seja (vi,vs,v3) uma sequéncia de vectores de R?. Justifique que esta sequéncia nio é linearmente

independente.
[1,5] (b) Justifique que a sequéncia de R? (2u1,u; + 3ug) é também uma base de R?.

4. Seja B = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1) uma base de R? e f : R?® — R? uma aplicacdo linear tal que:
£(1,0,0) = (0,1), f(1,1,0) = (2,1) e f(1,1,1) = (—1,0).

[1,0] (a) Escreva o vector (4,3,2) como combinagéo linear dos vectores da base B.

[1,5] (b) Atendendo a que f é uma aplicacdo linear determine f(4,3,2).

5. Seja A € My xn(R), com m,n € N. Sejam B € M,,«1(R) uma matriz ndo nula
F = {X S MnXI(R) : AX = Omxl} e §S= {X S Mnxl(R) : AX = B}

[1,5] (a) Mostre que F é um subespago vectorial de M, x1(R).

[1,5] (b) Assumindo que Xo € M,,»1(R) é uma solugao do sistema AX = B, mostre que

S={Xo+X: XeF}

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

(2.0]

[0.5]

(1.5]

1. (a)

(b)

()

Atendendo & descrigdo de F' podemos verificar que:

F

{(a,b,c,d)€R4: a=-b+c A d:0}
{(=b+¢,b,¢,0): b,ceR}

= {(=b,b,0,0)+ (¢,0,¢,0) : b,ce R}

= {b(—1,1,0,0) +¢(1,0,1,0) : b,c € R}
((~1,1,0,0),(1,0,1,0)).

Logo ((-1,1,0,0),(1,0,1,0)) é uma sequéncia geradora do subespago F e é linearmente independente
pois é composta apenas por dois vectores tais que nenhum deles é multiplo escalar do outro. Entao

((-1,1,0,0),(1,0,1,0)) é uma base de F e, portanto, dim F' = 2.

Pela forma como G esta descrito temos que:

G = {(a,b,c,d)€R4: azd—l—c/\b:O}
= {(d+¢0,¢,d): bceR}
= {(¢0,¢,0)+(d,0,0,d) : ¢,d € R}
= {¢(1,0,1,0) +d(1,0,0,1) : b,c € R}
= {(1,0,1,0),(1,0,0,1)).
Logo ((1,0,1,0),(1,0,0,1)) é uma sequéncia geradora do subespago G e é linearmente independente

pois é composta apenas por dois vectores tais que nenhum deles é miltiplo escalar do outro. Entao
((1,0,1,0),(1,0,0,1)) é uma base de G e, portanto, dim G = 2.

Sabemos que os geradores da soma de dois subespagos F' e G se podem obter pela juncao dos
geradores de F' com os geradores de G. Vimos na alinea anterior que ((—1,1,0,0),(1,0,1,0)) é uma
sequéncia geradora do subespago F' e ((1,0,1,0),(1,0,0,1)) é uma sequéncia geradora do subespago
G logo

((=1,1,0,0),(1,0,1,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1))

é uma sequéncia geradora do subespago F' + G. Como o vector (1,0, 1,0) estd repetido a sequéncia
((-1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1))

é também uma sequéncia geradora do subespaco F' + G.

Vimos, na alinea anterior, que
((_15 17 07 O)? (17 07 17 0)? (17 07 07 1))

é uma sequeéncia geradora do subespago F' + G. Para que esta sequéncia geradora seja uma base de
F + G é necessario que seja linearmente independente. Disponhamos estes vectores numa matriz A

e levemo-la & forma de escada:

-1 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0
— R
A= 1 0 1 0|2 01 1 0 |ls+(=Dial 0 1 1 0 (f.e.).
10 0 1 01 0 1 0 0 -1
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(2.0] (d)

25 2. (a)

[3.0] (b)

s 3. (a)

[L,5] (b)

Como a caracteristica de A é 3 entdo a sequéncia ((—1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)) é linearmente
independente e, portanto, é uma base de F' + G.

Note que a sequéncia ((—1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,—1,1)) também é uma base de F + G pois é
linearmente independente, por ser constituida pelas trés linhas nao nulas de uma matriz em forma

de escada, e também gera F + G.

Assim dim(F 4+ G) = 3.

O Teorema das dimensoes diz-nos que dim(F + G) = dim F + dim G —dim(F N G). Atendendo a que
dim(F + G) =3 e que dim F' = dim G = 2, obtemos 3 = 2 + 2 — dim(F N G). Concluimos assim que
dim(FNG)=1.

Como (1,0,1,0) € F e (1,0,1,0) € G, pois é um dos geradores de F' e também é um dos geradores
de G, entao (1,0,1,0) € FNG.

Atendendo a que (1,0,1,0) é um vector ndo nulo de F N G, podemos afirmar que é linearmente
independente. Uma vez que dim(F N G) = 1, entao ((1,0,1,0)) é uma base de FFNG.

Como
1 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0
0 -1 1 k _l0o -1 1 k _ 0 -1 1 k
I3+kls 2 |1y o1,
0 k —k k |+ |0 0 0 k+k%|s 4 0 0 1 k+2
-1 0 2 k+2 0 0 1 k+2 0 0 0 k+£k

e o determinante de uma matriz triangular superior é dado pelo produto dos elementos da sua

diagonal principal vem,
det Ay =—(1-(=1)-1-(k+k*)=k+k* =k - (1+k).
Ora Ay é invertivel se, e s6 se, det Ay # 0. Como
E-(1+k)#0 & k#0ANk# -1

entdo o conjunto dos valores de k para os quais a matriz Ay, ¢é invertivel é R\ {—1,0}.

Para k = 3 vem:

(i) det Ay = k- (1+k)=3-(1+3)=3-4=12;

0 0
.. . (T (T — (_1)4+3 . - _1.
(ii) (Adj Ak)34_(Ak )34_<Ak)43_( 143 det Ay(4)3) = —1-| 0 -1
k k
=—1-1~(—1)1“-’; : =—1-(-1-k—k-k)=k+k2=3+32=3+9=12;

_ 1
(iil) (Ak1)34= dot Ay

1
(Adj Ap)yy == -12=1.

12
A dimensao de R? é 2 e, portanto, qualquer sequéncia linearmente independente tem, no maximo, 2
vectores. Logo a sequéncia (v1, v, v3) nao pode ser linearmente independente pois é composta por 3

vectores.

Em relagao a base (u1,us2), a sequéncia das coordenadas de:

2uy é  (2,0),
(51 +3UQ é (1,3)
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(1.0]

(1.5]

4.

5.

(a)

Tem-se

com

e, portanto, a sequéncia ((2,0), (1,3)) é linearmente independente. Assim a sequéncia (2uy, uy + 3us)
também é linearmente independente e, como estamos num espaco vectorial de dimensao 2, é uma

base de R2.
Resolugdo alternativa:

Tendo em conta que as sequéncias de vectores resultantes de transformagoes de tipo elementar geram

o mesmo subespaco gerado pela sequéncia incial temos:
2
R* = <u1,u2> = <U1,3U2> = <U1,U1 + 3U2> = <2u1,u1 + 3U2>
Assim a sequéncia (2up,u; + 3uz) gera R? e como é composta por dois vectores, e estamos num
espaco de dimensao dois, é também uma base de R2.
Determinemos a sequéncia das coordenadas de (4,3,2) na base B. Ora

(4,372) =07 - (17070) + o - (17170) +asz- (131a1)
= (04170,0) + (a25a270) + (0[3,043,043)

= (Oél + (0%) + asg, 2 + 053,043).

Logo
o] +as +a3 =4 a; =1
as +ag =3 =3 as =1 .
az = ag =2

Tem-se, pois, um sistema de equagoes lineares nas incégnitas a1, ae, a3, cuja solugao tnica é (1,1, 2).

Assim a sequéncia das coordenadas do vector (4, 3,2) na base B é (1,1,2), isto é,

(4,3,2) =1-(1,0,0) +1-(1,1,0) + 2 (1,1,1).

(b) Como a aplicagdo f é linear, entdo f((x,y,z) + (a,b,¢)) = f(z,y,2) + f(a,b,c), para quaisquer

f(4,3,2) = f(1-(1,0,0)+1-(1,1,0)+2-(1,1,1))
= f(1-(1,0,0)) + f(1-(1,1,0)) + f(2- (1,1,1))
= 1-f(1,0,0)+1-f(1,1,0)+2- f(1,1,1)
= 1-(0,1)+1-(2,1)+2-(-1,0)
= (0,1)+(2,1) +-(—2,0)
= (0,2).

1- Pela forma como F estd definido temos F C M,,x1(R).

2- Pelas propriedades do produto de matrizes temos A - 0,,x1 = O, x1 €, portanto, 0,x1 € F.
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3- Sejam X7, Xo € F. Vejamos que X7 + Xs € F.
Como X1,Xs € F entdo AX; = Opx1 € AXy = 0,,x1. Logo, pelas propriedades da adigao e

multiplicagao de matrizes, vem
A(Xy + X)) = AXy + AXo = 0mx1 + Omx1 = Omx

e, portanto, X; + Xo € F.
4- Sejam X € F e § € R. Vejamos que X € F.

Como X € F entdao AX = 0,,x1- Logo, pelas propriedades do produto de um escalar por uma

matriz, vem
A(BX) = B(AX) = BO0mx1 = Omx1
e, portanto, 5 X € F.
Assim, por 1, 2, 3 e 4, F é subespaco de M, x1(R).
Como Xy € My «1(R) é uma solugao do sistema AX = B entdao AX, = B.
Seja X € F e vejamos que Xog+ X € S.

Como X € F entdao AX = 0,,x1. Entao, pelas propriedades da adi¢ao e multiplicagdo de matrizes,
A(Xo+ X)=AXo+ AX = B+ 0,51 = B.
Logo Xy 4+ X € § e, portanto, como a escolha de X € F foi arbitraria,
{Xo+X: XeF}CS.

Seja agora X € S arbitrdrio. Vejamos que existe X’ € F tal que X = Xy + X'.
Como X € S entdo AX = B. Consideremos X' = X — Xy € M, «x1(R) e vejamos que X’ € F. Ora,

pelas propriedades da adicao e multiplicacao de matrizes,
AX'= A(X — Xo) = AX — AXg =B — B =0px1
e, portanto, X’ € F. Mas
Xo+ X' =Xo+ (X —Xo)=[Xo+ (—X) ]| + X =0px1 + X =X

donde podemos concluir que
SC{Xo+X: XeF}

Por {Xo+X: XeF}CSeSC{Xog+X: X € F} vem

S={Xo+X: XeF}



