1-1

Ct FACULDADEDE e Algebra Linear e Geometria Analitica
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Terceiro Teste — 16 de Dezembro de 2016

. Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.
[Cotagio]

1. Considere a aplicagao linear f : R3 — R? tal que f(a,b,¢) = (2a + b,b + ¢), para todo o (a,b,c) € R3.
Sejam B = ((1,0,2),(2,1,0),(4,2,—1)) uma base de R? e B’ = ((0, —1),(1,1)) uma base de R2.

a) Determine A = M(f;b.cgs,B).

b

[1,5] (c

[2,5] (a)
[2,0] (b) Determine uma base do Nuc f.
) Justifique, que f é sobrejectiva.
[1,5] (d) Determine uma matriz P € Msy3(R) tal que AP = M(f;B,B).

Mude de Folha

3 4 0
2. Considere C=| 1 3 0 | € M3x3(R).
0 0 1
[2,0] (a) Determine o polinémio caracteristico de C, pc(z), e a partir deste determine os valores préprios da
matriz C.
[1,0] (b) Atendendo a que mg(1) = 2, justifique que a matriz C' é diagonalizavel.
-2
[2,0] (¢) Justifique que o |, 1 é uma base do subespacgo proprio de C associado ao valor préprio
0

2
1, M1, e que | 1 | é um vector préprio de C' associado ao valor préprio 5.
0

10
[2,0] (d) Indique uma matriz P € M3x3(R) invertivel tal que P"'CP = | 0 5
0 0

= o O

Mude de Folha

3. Considere o referencial ortonormado e directo (Oj;eq, e, e3), com O = (0,0,0), e os pontos A = (1, k,0),
B=(1,1,00e C =(1,2,1), com k € R.

[1,5] (a) Determine o conjunto dos valores de k para os quais o volume do paralelepipedo de arestas [OA],
[OB] e [OC] seja igual a 3.
[1,0] (b) Para k = 0 determine o angulo A(ﬁl, O?)

Mude de Folha

4. Sejam A, B € M,,»,(K). Mostre que:

[1,0] (a) Se 0 é valor préprio de AB entdo 0 é valor préprio de BA.
[2,0] (b) Se @ € K\ {0} é valor préprio de AB entdo « é valor préprio de BA.

(Sugestao: Use a definigdo de valor préprio.)

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

25] 1. (a) Tem-se

F(1,0,0) = (2:140,040)=(2,0)=2-(0,—1)+2-(1,1);
£(0,1,00 = (2:041,140)=(1,1)=0-(0,—1)+1-(1,1);
f(0,0,1) = (2-040,04+1)=(0,1)=(-1)-(0,—1)+0-(1,1)
pelo que
— M(f;b.cps, B) = { z ? ‘01 }
[2,0] (b) Tem-se
Nucf = {(a,b,c) €R®: f(a,b,c)=(0,0)}

{(a,b,c) €R®: (2a+b,b+c) = (0,0)}
{(a,b,c) ER®: 2a+b=0 A b+c=0}

(a,b,c) eR3: a:f%b/\ cb}

() oen
(Lot oen
Choe))

Como (—%7 1, —1) # (0,0,0) a sequéncia (( 19— 1)) é linearmente independente e, como é gera-

I
/\/—/E\I_JH/—/H

dora de Nuc f, entao é uma base de Nuc f.
[1,5] (c¢) Pelo Teorema da Dimensao

dimR? = dim Nuc f + dim Im f.

Ora dimR?® = 3 e, pelo que vimos na alfnea (b), dim Nuc f = 1. Logo dimIm f = 2. Mas Im f é um

subespaco do espaco vectorial R? que tem dimensdo 2. Entdo Im f = R? e, portanto, f é sobrejectiva.

[1.5] (d) Consideremos o seguinte diagrama
RS ldRs R RS f R R2 ldRQ R RQ
B ™. b.c.gs B’ B

NG

idgz o foidgs = f

Ora
M(f;B,B") = M(idge o f oidgs; B, B)
= M(idRz; B/, Bl) . ./\/l(f7 b.C.]RS, B/) . M(ld]RS ; B, b.C.]R?’).
1 0 .
Como M (idge; B/, B') = Iz = [ 0 1 } pois
idg2(0,—-1) = (0,-1)=1-(0,—1)+0-(1,1)

idg2(1,1) = (1,1)=0-(0,=1)+1-(1,1)
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entao

M(f, B, BI) =A- M(idRS;B, b.C.]RS).

Assim P = M(idgs; B, b.c.g3) e, portanto, P é invertivel pois é uma matriz de mudanga de base de

B para b.c.gs.

Ora
idgs(1,0,2) = (1,0,2) =1-(1,0,0)+0-(0,1,0)+2(0,0,1);
idgs(2,1,0) = (2,1,0)=2-(1,0,0)+1-(0,1,0)+0-(0,0,1);
idrs(4,2,—1) = (4,2,-1)=4-(1,0,0)+2-(0,1,0) + (1) - (0,0,1).
Entao
1 2 4
P=]10 1 2
2 0 -1
200 2. (a) Temos que
3—zx 4 0 3 4
po(z) =|C —zl3] = 13-z 0| = (-a)(-1)*3 7"
3 1 3—=x
0 0 1—-=z
= (1-2)[B-2)?-4=(1-2)[B~z)-2[B3~2z)+2]
= 1-2)1-2)5-2)=(1-2)*5-2).

Como os valores préprios de C' s@o as raizes de po(x), os valores préprios de C sdo 1 e 5 com
ma(l) =2 ema(5) = 1.
[1,0] (b) Sabemos que
1 <mg(5) <ma(b) =1

e, portanto, mg(5) = 1. Entao
mg(l) + mg(h) =2+1=3

donde podemos concluir que C' é diagonalizavel.

[2,0] (¢) Como
[0 0 0 —2 —6+4 —2 -2
Clo|=]0|=1-lo]| eC| 1 |=|-=243|=] 1 |=1
1 1 1 0 0 0 0
0] —2
entao | 0 | e 1 sao vectores proprios de C' associados ao valor préprio 1.
1 0
0 —2
A sequéncia 01, 1 é linearmente independente pois nenhuma das duas matrizes coluna
1 0
é multiplo escalar da outra.
0 -2
Visto que dim M; = mg(1) = 2 entdo a sequéncia 0|, 1 é uma base de M; pois é
1 0

composta por 2 vectores linearmente independentes de M;.
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Por outro lado, como

2 6+4 10 2
Cl1|=|2+3|=]| 5 |=5
0 0 0 0
2
entdo | 1 | é vector préprio de C associado ao valor préprio 5.
0
0 -2 2
[2,0] (d) A sequéncia, de vectores préprios de C, 0 |, 1 ],]1 é linearmente independente pois
0 0
—2
, 1 é uma sequéncia linearmente independente de vectores préprios de C' associados
0
2
ao valor proprio 1 e | 1 | é um vector préprio de C associado ao valor préprio 5.
0

Pelo que vimos na teoria P € M3y3(R) tal que

P =

= o O
S = N
[en)

é uma matriz invertivel diagonalizante de C tal que

1
rPlcp=1|o
0

o o O
— o O

Mude de Folha

[1,5] 3. (a) Sabemos que o volume desse paralelepipedo é igual a
—
](OAxo_é) | o?) .

Determinemos

(0Ax0B) | OC.

Tem-se

OA=A-0=(1k0), OB=B-0=(1,1,0, 0OC=C—-0=(1,21)

(&
— RO 1k
(OAxOB)|0C=|1 1 o0 T (- i =111 1-k-1)=1—Fk
1 2 1

Assim, sao equivalentes as afirmagoes:
—
‘(OAxo_é) | o?] —3

1—kl =3
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(1.0]

(1.0]

(2.0]

4.

(b)

(a)

(b)

1-k=3 \% 1-k=-3

Logo, o conjunto dos valores de k para os quais o volume do paralelepipedo é 3 é
{-2,4}.

—
Determinemos, para k = 0, o angulo formado pelos vectores OA e O?
Neste caso tem-se

OA=(1,0,00 e  OB=(11,0)

Assim,

OA | OB

[Fulll]]l
1-140-1+0-0
V12402 +02 V12 412 402
1 T
= arccos —= =

1
V1iv2 V2 o4
Mude de Folha

A((Tél, @) = arccos

= arccos

= arccos

Se 0 é valor préprio de AB entao
|AB| = |AB —01,| = 0.

Como A, B € M, x»(K) entao
|BA—0I,| = |BA|=|B|-|A| =|A|-|B|=|AB|=0

donde concluimos que 0 também é valor préprio de BA.

Se aw € K\ {0} é valor préprio de AB entao existe X € My, x1(K) \ {0,x1} tal que
(AB)X = aX.
Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por B vem
Bl(AB)X] = B(aX)

donde, pelas propriedades da multiplicagao de matrizes e da multiplicagao de um escalar por uma

matriz, vem

(BA)(BX) = a(BX).

Temos que BX € M,x1(K) \ {0,x1} pois se BX = 0,x1 entdo terfamos, pelas propriedades da

multiplicacao de matrizes,
aX = (AB)X = A(BX) = Aonxl = On><la

o que é absurdo visto que a # 0 e X # Oy x1-

Assim « é valor préprio de BA e BX é vector proprio de BA associado ao valor préprio a.



