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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas

Nome: A/ BIC|D
Nimero de caderno: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

ARl Rl

Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha miiltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacgoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miltipla sera

recolhida ao fim de duas horas e meia de prova.

- Cotagdo: A cotacdo total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha multipla a cotacao

atribuida é a seguinte:
® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,5 valores;
o Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagGes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

- Duragado: 2 horas e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Considere a matriz B € M3«3(R) obtida a partir de A € M3x3(R) efectuando as seguintes transformagoes

elementares sobre linhas:

A = A Ay B.

la+(—1) I3 (—2)i2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

As matrizes A e B tém a mesma forma de escada reduzida.

0 0 1
SeBéamatriz identidade I3, entdio A~ = | 0 —2 -1
1 0 0
2 1 1 0 2
[C]SeAd=|0 3 0|entdoB=|4 -4 2
3 0 2 1

@ Para quaisquer matrizes A e B nas condigoes do enunciado,

0 0 0 0 1 1 0 O
B = -2 0 0 1 0 -1 1 0 |A
0 1 0 0 0 0 1

[Continua no verso desta folhaJ
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2. Para cada a € R e b € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x,y, z, w, sobre R,

r—y+tw=1
(a—Dy+z=a
bz+bw=>b—a

bz + aw = 3b—2a
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
Sea#1eb=1 o sistema é possivel determinado.
Se a =0 e b= 0 o sistema é possivel, indeterminado com grau de indeterminacao 1.

Se a #0 e b=0, o sistema é impossivel.
@ Sea=0eb=1 o conjunto de solugdes do sistema é {(6,3,3,—2)}.

a b c
3.SjaA=|d e f | €Msxs(R), comdetAd=Fk>0.
g h 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

det A= = %
det (A~TATA) = k.

—a —kb —c
d ke f|=-k.
—g —kh —i
@ Se A B C, entao det C' = —k.
ls+(—2)l2 l1ols

4. Considere E um espago vectorial sobre K. Sejam (ej, es, e3,e4) uma base de E e (u1, ug, ug, ug, us) uma

sequéncia de vectores de F.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A sequéncia (u1, ug, us, ug, us) ¢ uma sequéncia linearmente dependente de E.
A dimenséo de E é 4 e, portanto, dim({uy, ug, us, uq, us)) < 4.
Se a sequéncia (uq,us, us, ug, us) é geradora de E entdo é uma base de E.
@ A sequéncia (e, eg, e3,€4,0p) é uma sequéncia geradora de F mas nao é uma base de E.
5. Considere os seguintes subespacos vectoriais de R*: F = {(Jc,y, zZw)ER 22 —2=0Ay+w= 0} e
G =((1,0,2,0),(0,-1,1,0)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dim F = 2.

(1,0,2,0) € FNG.
F+G=1{((1,0,2,0),(0,—1,1,0),(0,1,0,—1)).
(D] dimFNnG =2
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolucdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagio]
1 k 2 x
6. Considere as matrizes D= | 0 1 1 | € M3x3(R),onde keR, e X =| y | € Msx1(R).
1 k 2k
[0.,5] (a) Discuta a caracterfstica de D em funcao do valor de k.
[1,0] (b) Para k = 0, verifique que D é invertivel e, apresentando os célculos efectuados, determine D~*.
[1,0] (¢) Para k =1, determine o conjunto de solugoes do sistema DX = 03x1.

Mude de Folha

7. Sejam b.c.zs a base candnica de R? e B/ = (1, 1+z,1+x+ xz) uma base de Ra[x].

Considere f : R?® — Ry[z] a aplicagdo linear tal que

1 1 2
A=M(f;beprs,B)=|0 1 1
1 1 2
[0,5] (a) Determine f(1,1,—1) e f(0,1,0).
[1,0] (b) Utilizando a alinea (a), indique se f é injectiva e conclua se é sobrejectiva.
[1,0] (c) Seja B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) uma base de R3. Utilizando uma matriz de mudanca de base,
determine M(f; B, B’).
1 1 1 0 1 -1
8 Sejam B=|0 1 1 e C=]0 -3 1| ¢€MsxsR).
0 0 1 0 0 2
[1,0] (a) Verifique que 1 é o tdnico valor préprio de B e determine uma base do subespaco préprio de B
associado ao valor préprio 1.
[0,5] (b) Averigie se B é diagonalizdvel.
[1,0] (c¢) Indique os valores préprios de C' e, sem efectuar quaisquer outros célculos, justifique que C' é diago-

nalizdvel mas nao é invertivel.

Mude de Folha

9. Num referencial ortonormado directo (O;eq,es,€3), considere os vectores u e v de coordenadas (1,0,1) e

(0,—1, 1), respectivamente.

[0,5] (a) Usando o produto externo, determine um vector w de norma 3 que seja perpendicular a u e v.
[0,5] (b) Indique a &rea do paralelogramo definido pelos vectores u e v.
[1,0] (¢) Determine a distancia entre o ponto A de coordenadas (0,1,2) no referencial dado e o plano P

definido pelos vectores u e v e que passa no ponto O.
Mude de Folha

10. Sejam G, H € M, x,(K). Mostre que:

[1.5] (a) Se X € M, «1(K) é um vector préprio de HG associado ao valor préprio a e o # 0 entdo GX é um

vector préprio de GH associado ao valor préprio a.

[1.5] (b) Se A € K é um valor préprio de HG entdo A é um valor préprio de GH.

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

Para podermos discutir a caracteristica da matriz D teremos de levar a matriz a forma de escada

efectuando transformacoes elementares nas suas linhas. Assim, teremos

1k 2 1k 2
01 1 |s=6|0 1 1 (f.e.).
1k 2k 0 0 2k

Dado que a caracteristica da matriz D é o nimero de linhas nao nulas da matriz em forma de escada
equivalente por linhas a D, concluimos que

o Se2k—2+#0 < k#1, entdo r(D) = 3;

e Se2k—2=0 < k=1, entdor(D) =2.
Como foi visto na alinea (a), para k = 0 # 1, r(D) = 3 o que coincide com a ordem da matriz, logo D

é invertivel. Para determinar a inversa da matriz D ampliemos a matriz D com a matriz identidade

e levemos a matriz obtida & forma de escada reduzida:

1 0 2

0 0 1 0 1 0 O
N 1
0 1 1 0 |is—tf 0 1 1 0 1 0 —513
1 0 00 0 1 0 0 -2|-1 0 1
1 0 211 0 0 1 0 O 0 0 1
01 1/0 1 o |%%|0 1 o0ol-% 1 % | (fer)
00 1|3 0 —3% 00 1| 5 0 —3%
Desta forma, concluimos que
0 0 1
—1 1
AT = -1 1 3
$o -

Para k = 1, consideremos a matriz ampliada do sistema DX = 0 e levemo-la a forma de escada

reduzida para obtermos as solugoes do sistema.

11 210 1 1 2|0 1 0 10
01 1|0 |s=n|0 1 1|0 |h-i|0 1 1|0 (fe.r.)
1 1 20 0 0 00 0 0 0]0

Assim, o conjunto de solugoes do sistema é dado por

C.S.={(a,b,c) eER* :a=—cAb=—c} = {(—c,—c,c) : c € R}.
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7.

(a)

Para determinarmos a imagem de cada um destes vectores, usando a matriz da aplicagao linear temos

de determinar a sequéncia das coordenadas de cada um deles na base do espago de partida.

Uma vez que a base considerada é a base candnica a sequéncia das coordenadas de cada um destes

vectores coincide com o préprio vector.

Como,

1 1 2 1 1 1 2 0 1
0 1 1 11=1]0 e 0 1 1 1 1=1]1
1 1 2 -1 1 1 2 0 1

sabemos que as coordenadas de f(1,1,—1) e de f(0,1,0) na base B’, sdo, respectivamente, (0,0, 0)
e (1,1,1).

Deste modo, temos

f(1,1,-1) = 0(1) + 0(1 + ) + 0(1 + 2 + 2?) = 0 + 0z + 0x?
£(0,1,0) =1(1) + 1(1 +2) + 1(1 + z + 2?) = 3 + 22 + 2°.

Uma vez que, pela alinea (a), existe um vector nao nulo cuja imagem ¢é Og,[,], entao, Nuc(f) # {Ogs }

e, portanto, f nao ¢ injectiva. Como dim(R?) = 3 = dim(R;[x]) entdao f também ndo é sobrejectiva.

Consideremos o seguinte esquema

idgs f
R? - R? - Rola]
AN P b.c.ps A /" B’
\f—,/
AP

Tomando P = M(idgs; B, b.c.gs) obtem-se PA = M(f;B,B’). Ora

idgs(1,1,1) = (1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0,1)
idgs(1,1,0) = (1,1,0) = 1(1,0,0) +1(0,1,0) + 0(0,0,1)
idgs(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) 4+ 0(0,0,1)
11 1
Assim, P=1|1 1 0
1 00
Logo,
11 2 11 1 4 2 1
M(f;B,B)=10 1 1 1 1 0|=|210
11 2 1 0 0 4 2 1

A matriz B é uma matriz triangular superior, pelo que os seus valores proprios sao exactamente os
valores que encontram-se na diagonal principal. Assim, a matriz B tem um tnico valor préprio que

é o valor 1.

O subespago proprio de B associado ao valor proprio 1 é o seguinte:

M, = {X S M3X1(R) : (B — 1[3)X = 03><1}.
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Ora
0 1 1 01 0
B—-11I3= [ 0 0 RPN [ 0 0 1] (f.er.).
0 0
Logo,
a 0o 1 0 a 0
M, = |:b}€M3><1(R): 0011{111[01
c 0O 0 O c 0
a a
= |:b EM3x1(R):b=0Ac=0p = 0o |:a€eR
c 0

(-1

1
0 }) é geradora de M;. Como o vector { 0 } é nao nulo,

0 0
entao S ¢ linearmente independente. Portanto, S é uma base de M.

donde se conclui que a sequéncia S = (

Na alinea anterior verificou-se que a matriz B tem um tnico valor préprio, o 1, e que a multiplicidade
geométrica de 1 é 1, pois m.g.(1) = dimM; = 1. (Note que a dimensdo de um espago vectorial
corresponde ao numero de vectores de uma sua base.)

Uma matriz é diagonalizavel se, e s6 se, a soma das multiplicidades geométricas dos seus valores
proprios for igual a ordem da matriz. No caso em questao, a matriz B tem ordem 3 e a multiplicidade

geométrica do tnico valor préprio de B é 1. Logo, B nao é diagonalizavel.

Uma vez que a matriz C' é triangular superior, os valores préprios de C' sdo os valores que se encontram
na diagonal principal de C. Assim, C tem valores préprios 0, —3 e 2.

A matriz C é diagonalizdvel porque é uma matriz de ordem 3 que tem igual nimero de valores
proéprios todos distintos.

A matriz C tem uma coluna de zeros, donde néo é invertivel. (Também seria possivel justificar que
C nao é invertivel pelo facto de C' ter 0 como valor préprio. Sabe-se que uma matriz é invertivel se,

e s6 se, 0 ndo é um dos seus valores préprios.)

O produto externo de u por v, uxwv, é um vector que, se for nao nulo, é perpendicular a v e a v. Ora

0

’U,XU:‘ €3 = €1 — ey — €3.

1
e +
1\0

e — 1
! 0

O comprimento de uxv é |[uxv|| = /12 + (=1)2 + (—1)2 = /3. Logo, o vector

3
w:%uxvzx/gel—\/geg—\/geg

estd nas condigoes pedidas. (Note que também o vector —w satisfaz as mesmas condigdes.)

A 4rea do paralelogramo definido pelos vectores u e v é dada por ||luxv||. Assim, atendendo aos

calculos efectuados na alinea anterior, concluimos que a area é V3.

A distancia do ponto A ao plano P é dada por:

’O—x>4|u><v’
d(A,P) =

[[uxo]|

—

Temos que OA tem coordenadas (0,1,2) e OAjuxv =0x1+1x (—=1)+2 x (1) = —3. Assim,
=3l _ 3

aap - =33 5
AP ="7

Sl
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10.

(a)

Seja X € My »1(C). Suponhamos que X é um vector préprio de HG associado ao valor préprio «
tal que o # 0. Por definigdo, temos (HG)X = aX. Donde se tira que

GHGX = GaX = aGX.

Assim se conclui que (GH)(GX) = o(GX). Mostremos que GX # 0,,x1. Suponhamos, com vista
a obtengao de uma contradi¢ao, que GX = 0,,x1. Como H(GX) = aX entdo temos HO0,x; = aX.

Logo aX = 0,x1. Tendo presente que, por hipdtese, o # 0 entao temos
X=1X=(a'a)X =a(aX) =a 0,x1 = Opx1;

o que contradiz a hipétese de que X é um vector préprio de HG.
Suponhamos que A é um valor préprio de HG.
Se A\ # 0 entdo, pela alinea (a), A é um valor préprio de GH.

Suponhamos que A = 0. Nesta conformidade, a matriz HG nao é invertivel e por conseguinte
0 =det(HG) = det H det G = det Gdet H = det(GH).

Assim se conclui que, neste contexto, GH nao é invertivel. Logo 0 é um valor préprio de GH. Como,

neste caso, A = 0 entao conclui-se que A é um valor préprio de GH.

Do exposto resulta que, em qualquer dos casos, A é um valor préprio de GH.



