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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas

Nome: A/ BIC|D
Nimero de caderno: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

SRR R

Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha miiltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacgoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas.

Cotagdo: A cotagdo total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha multipla a cotagéo
atribuida é a seguinte:

® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

® Se responder correctamente: +1,5 valores;

e Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagbes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

Duragio: 2 hora e 30 minutos (4 30 minutos de tolerancia).

Considere a matriz B € M3x3(R) que verifica:

B By

l1+12 By

Is.

lo+>ls 2l3

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

A matriz B é invertivel.

1 1 071 0 0o][1 o o0
BB '=|0 10|00 1||lo 10
oo 1]Jlo 1 o]lo o 2
0 -3
[ClB=]0 0 3
01 0

@ B> é a matriz que se obtém da matriz identidade multiplicando por % a linha 3.

{Continua no verso desta folha}
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2. Para cada a € R e b € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x, y, z, w, sobre R cuja

matriz ampliada é:
1 0 1 0 1
0 a—1 1 a-1 2
0 0 b 0 b+2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a # 1 e b # 0 entdo o sistema é possivel determinado.
Se a =1 e b= 2 entao o sistema é possivel, indeterminado com grau de indeterminacao 2.
Paraa=1¢eb=1, o conjunto de solugoes do sistema é o conjunto vazio.

@ Se b = 0, para qualquer a € R, o sistema é impossivel.

3. Considere A, B € M;,,xn(R), com n > 1, tal que det(A) = « e det(B) = 8 # 0.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

det(24) = 2"

B ¢ invertivel e det(ATB™") = &.

det(B4) = 4.

@ det(A + B) = a + 8, para quaisquer matrizes A e B nas condi¢oes do enunciado.
4. Considere os subespacos de R*,
F={(a,bc,d)eR*:a=c+dAb=0} e G= ((1,1,1,1),(1,0,170),(0,—1,0,—1)>.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

dim G = 2.

A sequéncia ((17 0,1,0),(0,—1,0, —1)) é uma base de G.

[C]R*=FaaG.

D] G ={(a,bc,d) eR* :a=cAb=d}
5. Considere em R? a base ortonormada e directa (ey, €3, e3) e 0s vectores u = e; — g, v = —2¢1 +ea + €3 €
w = 2e; + es.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A sequéncia (e; + 2ea — 2e3,2e1 + 3 + 2e3, —2e; + 2e3 + e3) é uma base ortogonal de R3.
E U Xv=—e; + ey —es.

sin(£ (u,v)) = 1.

@ (u x v)|w = —-3.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolugdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagio]
1 -2 0 1 z
6. Considere as matrizes A= | 1 -1 0o | E M3 3(R), B=| 2 |eX =]y | € M351(R).
30 1 3 2
[0,5] (a) Justifique, utilizando matrizes, que (3,1, —6) é solugao do sistema AX = B.
[0,5] (b) Calcule o determinante de A.
[1,0] (c) Justifique que A é invertivel e determine A~!.

Mude de Folha

7. Considere a aplicaco linear f : R3 — Mayo(R) tal que

f(a,b,c):[ @ Qb}.

a—b b
[1,0] (a) Determine uma base do nicleo de f e indique se f é injectiva.
[0,5] (b) Indique, justificando, a dimensao da imagem de f.
. r_ 0 0 0 -1 2 0 0 0
[1,0] (¢) Considere a base B —([1 0},[0 0},[0 0}’{1 1}) de May2(R).

Determine M ( f;b.c.gs, B).

[0,5] (d) Seja B uma base arbitraria de R®. Utilizando matrizes de mudanca de base relacione as matrizes

M(f;b.cgs,B)e M(f;B,8).

1 0 1
8. Considere a matriz A= | 3 2 1 | € M3x3(R).
10 1
[1,0] (a) Justifique que a matriz A tem apenas os valores préprios 0 e 2.
-1
[0,5] (b) Mostre que { 1 } é um vector préprio de A associado ao valor préprio 0.
1
[1,0] (c) Determine uma base do subespago préprio de A associado ao valor préprio 2.
[0,5] (d) Indique, justificando, se A é diagonalizdvel.
9. Num referencial ortonormado e directo (O;eq,ez2,e3) considere a reta r : 3z = 6y = 4z e o plano

m:3x—42z+5=0.

[0,5] (a) Justifique que a recta r é estritamente paralela ao plano .

[1,0] (b) Determine a distancia do plano 7 & recta r.

Mude de Folha

10. Sejam E, V espagos vectoriais de dimensao finita sobre K, g : E — V uma aplicacdo linear e F' um

subespago vectorial de E. Mostre que:

[1,5] (a) dimg(F) = dim F — dim(F N Nucg) ;
[1,5] (b) Se g é injectiva e F C g(F) entdo F = g(F).

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. B
A
3.D
C

5. B

6. (a) Para verificarmos que (3,1,

sistema A pela matriz coluna [ 1

—6) é solugao do sistema AX = B basta multiplicar a matriz simples do
3

} . Assim como:
-6

podemos concluir que (3,1, —6) é solucao do sistema.

(b) Temos det A =

1
1
3

-1

-2 0

Lapl. 1 -2

=M(-1) L | =it =1
0 1

(¢) Uma matriz é invertivel se, e sé se, o seu determinante for diferente de zero. Como det A =1 # 0

podemos afirmar que A é invertivel. Determinemos a inversa de A ampliando a matriz A com a

matriz identidade.

Podemos entdo concluir que A~! =

7. (a) Sabemos que Nuc f = {(a,b, c) €R3: f(a,b,c) = { g

Como

tem-se:

[Alls] =

I3 — 6l3

-2 10 1 -2 1 0 0
-1 01 02340 10| -1 10
0 1 0 0 0 6 1 -3 0 1
—2 1 0 0 1 0 0 -1 2 0
-1 1 0 |u+2:2|0 1 0| -1 1 (fer.).
0 3 -6 1 0 0 1 3 —6
-1 2
-1 1
3 —6 1
0
o |
0 0 2b 0 0
fla,b,c) = & “ =
0 0 a—b b 0 0
a=20
2b:0 a:o
& =4 )
a—b=0 b=0
b=0

Nuc f = {(a,b,c) €R* :a=0Ab=0} = {(0,0,¢) : c € R} = {(0,0,1)).



Departamento de Matematica FCT-UNL ALGA 2017/18 — Uma resolugdo do Exame ii—iv

Como (0,0,1) é nao nulo e gerador do nicleo de f entao a sequéncia ((0,0,1)) é uma base do nicleo
de f.
Para que f fosse injectiva terfamos de ter Nuc f = {(0,0,0)}, como Nuc f = {(0,0,1)) # {(0,0,0)}
podemos afirmar que f nao é injectiva.

(b) O Teorema da Dimensao diz-nos que dim R3 = dim(Nuc f) + dim(Im f).
Como dimR? = 3 e, pela alinea anterior, podemos deduzir que dim(Nuc f) = 1, concluimos que
dim(Im f) = 2.

(c) Para determinar a matriz da aplicagao linear f, comecemos por determinar a imagem de cada um
dos vectores da base do espaco de partida escrevendo-as como combinagao linear dos vectores da

base do espago de chegada. Temos entao:
1 0] _ 0 0 0 -1 1[2 o o o],
f(l’o’o)*_1 0]*1{1 O}Jro{o 0 }Jr?{o 0}+0{1 1}’

R E B R S DR

£0,01)=° 0]:0{0 O}H){O *1}+0{2 °}+o{ 0}
[0 o 10 0 0 0 o
1 -2 0
0 -2 0
Logo, M ( fib.cgs, B') = | |
100
0 1 0
(d) Para A = M ( f;b.c.gs,B), consideremos o seguinte esquema:
idgs f
RB > R?’ > MQ)(Q(R)
B~ P bews A B
f
AP

Podemos entao concluir que
AP =M(f;B,B)=M(f;b.cgs,B) P,
onde P é a matriz de mudanca de base P = M (idgs; B, b.c.g3).
8. (a) Os valores préprios de A obtém-se a partir do polinémio caracteristico de A que é dado por p, (x) =

|A — xI3|. Assim tem-se:

1-— 1
pa(z) = [A—zll=| 3 2-z 1 |Z'@-a122] "

= 2-2)[1-2)1-2)—1]=(2—-2)(2* - 2z) = —z(z — 2)%.

Os valores préprios de A sao as solugdes da equagao p, (x) = 0, que, neste caso, sdo o 0 e o 2, tendo-se
m.a.(0) =1em.a.(2) =2.

(b) Temos:
-1 1 0 1 -1 0 -1
A 1 (=13 2 1 1|{=l0]|=0 1
1 1 0 1 1 0 1
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-1 -1

Atendendo a que { 1 } # 031, conclui-se que [ 1 } é um vector préprio de A associado ao valor
1 1

préprio 0.

O subespago proprio de A associado ao valor préprio 2 é o seguinte:

M, = {X S ngl(R) : (A— 2[3)X = O3><1}.

Ora
-1 0 1 -1 0 1]_—[1 0 -1 1 0 0
A213—{ 3 0 1 ]lgf’fll[ 0 o0 4]1;;{0 0 1 ]l1+l2[0 0 1] (fe.r.).
1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Logo,
[ a ] 1 0 0 a 0
My = b | €EMsxi(R): | 0o o 1 b |=1o0
L ¢ | 0O 0 O c 0
S
= b | EM3x1(R):a=0Ac=0
0 0
= bl 1 |:beER} = 1
0 0
0
Podemos entao afirmar que a sequéncia S = 1 é geradora de Mo.
0

Como a sequéncia S é geradora de Ms e é constituida por um tnico vector nao nulo, é linearmente
independente. Logo,a sequéncia S é uma base de Ms.

Pela alinea anterior podemos afirmar que m.g.(2) = dim M = 1 < m.a.(2) = 2. Como ma(0) =1 =
mg(0), podemos afirmar que mg(2) + mg(0) =1+ 1 < 3.

Concluimos assim que A ndo é diagonalizdvel.

Sabemos que a recta r é paralela ao plano m se um vector director da recta for perpendicular a um

vector normal ao plano.

Pela equagao geral do plano temos que o vector w = (3,0, —4) é um vector perpendicular ao plano
.

Tomando a equacdo da recta, vemos que , por exemplo, os pontos P = (0,0,0) e @ = (4,2,3)
pertencem a recta r. Deste modo, obtemos o vector u = ]% =Q — P = (4,2,3) que é um vector
director de r.

Como ambos os vectores sao nao nulos, serao perpendiculares se o seu produto interno for zero.

Assim, temos:
wlu = (3,0,-4)(4,2,3) =3x4+0x 2+ (—4) x3=124+0-12=0

e, portanto, os vectores u e w sao perpendiculares.

Para além disto, facilmente se verifica o ponto P = (0,0,0) da recta r ndo pertence ao plano .
Logo a recta r é estritamente paralela ao plano 7.

A distancia da recta r ao plano 7 é a distancia de um ponto qualquer da recta ao plano 7.

Considerando o ponto P € r e o vector w_Ll7m determinados na alinea anterior e, atendendo a que

para A = (1,0,2) se verifica 3 x 1 —4 x 2+ 5 =0, ou seja, A € 7, temos:

A7) = d(P, ) = ‘EM 1(=1,0,-2)](3,0,—4)] _ |-1x3+0x 0+ (=2) x (—4)|
N | N (Y N N e VI+16

_oon
)
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10. Sejam E, V espacos vectoriais de dimensao finita sobre K, g uma aplicacao linear de £ em V e F um

subespago vectorial de F.

(a)

Consideremos a fungéo ¢: F' — V, definida do modo seguinte:

p(u) = g(u).

Mostremos que ¢ é uma aplicacdo linear. Sejam u,v € F. Por definigdo de ¢, temos p(u + v) =

g(u+ v). Tendo em consideracao que, por hipdtese, g é uma aplicacdo linear, podemos concluir que

p(u+v) = g(u+v) = g(u)+g(v).

De acordo com a definicdo de ¢, g(u) = ¢(u) e g(v) = ¢(v). Deste modo, podemos concluir que

p(u+v) = g(u+v) =g(u) +9(v) = p(u) + ¢(v).

Sejam A € Kew € F. Por definigdo da aplicagao ¢, temos que p(Aw) = g(Aw). Como, por hipdtese,

g é uma aplicagao linear, entao temos

p(Aw) = g(Aw) = Ag(w).

Por defini¢ao de ¢, g(w) = ¢(w) e por conseguinte

p(Aw) = g(hw) = Ag(w) = Ap(w).

Neste contexto, é de observar que Nucy = {u € F: p(u) = Oy }. Tendo presente a definigdo de ¢,
podemos concluir que Nucyp = {u € F: g(u) =0y} = F N Nucg. Também é claro, por definigao de
o, que Imp = {p(z): z € F} = {g(z): x € F} = g(F). Do exposto resulta que: Nucyp = F N Nucg
e Imp = g(F). Atendendo a que, por hipdtese, F é um espago vectorial de dimenséo finita entao
podemos concluir que F' é um espaco vectorial de dimensao finita, uma vez que F' é um subespaco

de E. Aplicando o teorema da dimensao a aplicacao linear ¢: F — V| conclui-se que
dim F' = dim Nuc ¢ + dim Im ¢.

Por outro lado, de acordo com o que acima foi exposto, sabemos que dim Nuc ¢ = dim (F N Nucg)

e dimIm ¢ = dim g(F'). Donde se conclui que dim F' = dim (F N Nuc g) + dim g(F'). Logo
dim g(F) = dim F — dim (F N Nucg).

Suponhamos que g é injectiva e que F' C g(F'). Como, por hipétese, g é injectiva entdo Nucg = {0g}.
Consequentemente, Nucy = FNNucg = FN{0g} = {Og}. Usando o resultado obtido na alinea
(a), conclui-se que

dim g(F) = dim F — dim (F N Nucg) = dim F.

Como g(F') é um espago vectorial de dimensao finita, dim g(F') = dim F e F' C g(F) entao F' = g(F").



