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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas
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Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha miiltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacgoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miltipla sera

recolhida ao fim de uma hora e meia de prova.

Cotacdo: A cotacdo total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha miltipla a cotacgao

atribuida é a seguinte:
® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,5 valores;
o Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagGes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

Duracgio: 1 hora e 30 minutos (4 30 minutos de tolerancia).

Considere as seguintes matrizes

1 2
A= 01 2|, B=|1 2 € Msy3(R).
2 4

—= N O

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

((AB)T)?,Q =4
E A matriz A é invertivel e det A = 2.
O sistema AX = 0 é um sistema possivel determinado.

10
@ A forma de escada reduzidade Bé | 0 o 1
0 0

[Continua no verso desta folha]
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2. Considere a matriz B € M3x3(R) obtida a partir de A € M3x3(R) efetuando as seguintes transformacoes

elementares sobre linhas:

A Ay Ao B.

20, la+(—3)l1 laerls

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se det A = 5 entdo det B = —%.
1 0 0 2 0

-3 1 0 0 1 A=A
0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0
SeBI;;entéoAl[o 0 1][—3 1 0]
0

0o 1 0o 0 1

= o o

@ Se A é invertivel entdo A1, Ao e B sdo invertiveis.

3. Para cada a € R e b € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x,y, z, sobre R, cuja

matriz ampliada é equivalente por linhas a matriz:

1 1 —1 -1
0 b—a 1 1
0 a—b a>-2 a

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Sea#bead¢{—1,1} entdo o sistema é possivel determinado.
Se a = —1 entao, para qualquer b € R, o sistema é possivel indeterminado com grau de indeterminagao 1.
Se a =1 e b= 1 entdo o sistema é possivel indeterminado com grau de indeterminacéo 1.

@ Se a=1eb+# 1 entado o sistema é impossivel.

4. Sejam A, B € Mj5x5(R) tal que det A =2 e det B = —3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

AB pode escrever-se como o produto de matrizes elementares.
|B| A ¢ invertivel e det(A~'BT) = —2.

det(—2B) = 6.

@ Para qualquer matriz invertivel C' € M5.5(R) tem-se r(AC) = 5.

5. Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

G = {{ Z b ; } € May3(R) :} é subespago vetorial de May3(R).

F ={(a,b) € R? : a + b= 1} nao é subespago vetorial de R?.
H={A € M,x,(R) : A é invertivel} néo é subespago vetorial de M, x,(R).
@ S ={A € M,x,(R): A nao é invertivel } é subespago vetorial de M, x,(R) se n > 1.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolugdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagio]
1 0 0 p
. . 1 a« 0 O
6. Considere a matriz A = 5 0 1 0 € Myxa(R), com o, 8 € R.

3 0 1 0

[2.0] (a) Determine, apresentando todos os calculos efectuados, det(A(4/4)) e Ayy.

[2.0] (b) Calcule o determinante de A e indique, justificando, para que valores de « e § a matriz A é invertivel.

[1.5] (¢) Tomando a = 2, determine a inversa da matriz A(4[4).

Mude de Folha

7. Considere a matriz C, g € M3x4(R), com «, 3 € R:

Cop = 0 a+3 1 8

[2.0] (a) Discuta a caracteristica de Cp g em funcao de o e de 5.

[2.0] (b) Verifique que para a = —3 e 8 =0 o sistema C, g X = 0 é possivel indeterminado e indique, justifi-

cando, o conjunto das solugoes do sistema.

Mude de Folha

1

[1.0] (a) det(adj A)= et A)—T-
[1.0] (b) A matriz adj A é invertivel e (adj A)~! = adj A.
[1.0] (c) Sedet A =1 entdo A~! = A.
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Uma resolugdo com notas explicativas

ol
Q

4. C

5.D

®

0
0 |. Como a matriz A(4]4) é triangular
1

oS QR O

1
(a) Calculemos o determinante da matriz A(4]4) = | 1
2

inferior o seu determinante corresponde ao produto dos elementos da diagonal principal, donde

det(A(4/4)) = a. O complemento algébrico da posi¢ao (1,4) da matriz A é dado por

o~

1
Ag = (—1)1+4 2
3

Lapl.

(—=Da(=1)"*?

C2

1
) ‘:a(2—3):—a.

o o R
— = O

(b) Calculemos o determinante de A aplicando o Teorema de Lapalace & quarta coluna:
det(A) = B+ A1y = —ap.

A matriz A é invertivel se, e 86 se, det(A) # 0. Portanto, A é invertivel se, e s6 se, a, § € R\{0}.

1 0 O
(¢) Determinemos a inversa da matriz B=| 1 2 0 | obtida de A(4]4) com o = 2. Tem-se
2 0 1
1 0 0 0 O 0 1 0 0 1 0 O 1 0
o
BlIs]=1]1 2 o 1 o202 0[-1 1 0izlo 1 ol-1 L of=[LB".
2 0 1 0 1 00 1|-2 0 1 00 1|-2 o0
1 0
Logo, a inversa de B é 7% é
- 0

7. (a) Dado que a caracteristica da matriz C, g é o nimero de linhas ndo nulas de uma matriz em forma

de escada equivalente por linhas a Cy g, tem-se:

1« 2 0 1« 2 0 1 o 20
Cop = 0 a+3 1 B |b-u|0 a+3 1 B |b-B|0 a+3 1 B |=C"
-1 3 pB-1 g8 0 a+3 B+1 8 0 0 B8 0

Assim r(Cy g) = r(C”") Podemos entdo considerar os seguintes casos:
1 o
e Sea+3#A0AB#0entaoC’'=| 0 a+3

2 0
1 B (f.e.) e, portanto, r(Cq,g) = 3;
0 0 8 0
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1 o 2 0
e Sea+3#A0AB=0entaoC’'=| 0 a+3 1 0 (f.e.) e, portanto, r(Cy 5) = 2;
0 0 0 0
1 -3 2 0 1 -3 2 0
e Sea+3=0A8#0entaoC'=|0 0 1 B |-8:z|0 0 1 8 (f.e.) e, portanto,
0 0 B 0 0 0 o0 -p
1(Ca,p) = 3;
1 -3 2 0
eSea+3=0ApB=0entacC'=|0 0 1 0 (f.e.) e, portanto, r(Cy g) = 2.
0 0 0 O

Podemos entao concluir que para qualquer a € R,
se B # 0 entdo r(Cqy,5) = 3;
se =0 entao r(Cy ) = 2.

Para para a« = —3 e § = 0, pela alinea (a), r(Cy ) = 2 = r([Cy 35]0]) < 4 =n° de incégnitas do
B B
sistema. Podemos assim concluir que o sistema C, g X = 0 ¢é possivel indeterminado com grau de
indeterminacdo g.i. =4 —r(Cqhp) =4—-2=2.

Determinemos o conjunto de solugoes do sistema:

-3 2 0|0 1 -3 2 0|0 -3 2 010 1 =3 0 0|0
0 0 1 0|0 |+n| 0 0 1 0[{0|a-&|0O 0 1 0[0|h-2/0 0 1 0|0 (fer.).
-1 -3 -1 0|0 01 00 0 0 00 0 0 00

Deste modo, o sistema correspondente é:

T =3y
z=0
0=0

Temos entao que o conjunto de solugoes do sistema é

CS. ={(a1,a2,a3,a4) € R*: 04 =3as Aag = 0} = {(Bag, a2,0,a4)) : as,aq € R}.

8. Seja A € M, x»(K). Suponhamos que A é uma matriz invertivel e que
A = det Aadj A.

(a) Seja o = det A. Como A ¢é invertivel podemos afirmar que det(A) # 0. Tendo presente que adj A
é uma matriz quadrada de ordem n e que, por hipdtese, A = aadj A entdo, fazendo uso de um
resultado leccionado nas aulas tedricas, conclui-se que: det A = a™det(adj A). Como a = det A
entao

det A = (det A)" det(adj A).

Tendo em consideragdo que, por hipétese, A é uma matriz invertivel, ou equivalentemente que

det A # 0, temos
det A 1
det(adj A) = = .
etadjA) = Tt A~ [@et Ay
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(b) Como det A # 0 e, por hip6tese, A = det Aadj A entéao

1
—~ A=adjA.
det A T 29

Atendendo a que, por hipétese, A é invertivel entdao adj A é invertivel e

—1
(adJ A)_l = <de:tl]14) A_l = (det A)A_l.

Por outro lado, de acordo com a matéria leccionada nas aulas tedricas, temos que

11
" det A

adj A.

Assim, do exposto resulta que

1
det A

(adjA)~! = (det A)A™' =det A adj A = adj A.

(¢) Suponhamos que det A = 1. Como, por hipdtese, A = det Aadj A entao
A = adj A.
Por outro lado, de acordo com a matéria leccionada nas aulas tedricas, temos que
At = . adj A
T det A

Atendendo a que det A =1 e A = adj A, temos

A7 = detAade:lA:A'




