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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas

Nome: A|B|C|D

Ntumero de caderno: [ | | | | | |
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Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sdo de escolha miltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacgées

é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miltipla sera

recolhida ao fim de uma hora e meia de prova.

- Cotagdo: A cotacgio total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha maultipla a cotagdo

atribuida & a seguinte:
® Se ndo responder ou assinalar com um X mais do que uma opgéo: 0 valores;
o Se responder correctamente: +1,5 valores;
o Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificacdo da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagGes obtidas nos 5 grupos de escolha mailtipla.

- Duragdo: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Considere os subespacos de R3,
F={0,1,-1),(1,2,3),(1,4,1)) e G ={(a,b,c) €R®:a=2b}.
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A sequéncia ((1,2,3),(0,1,—1)) é uma base de F.
A sequeéncia ((0,1,-1),(1,2,3),(2,1,0),(0,0,1)) é uma sequéncia geradora de F + G.

dim(F N G) = 0.

@ A sequéncia ((2,1,0),(0,0,1)) é uma sequéncia geradora de G.

[Continua no verso desta folhaJ
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2. Seja B = (eq, €2, €3, e4) uma base de um espaco vectorial E e sejam F e G subespacos de E tais que:

F = <€1,63> G = <€2,64>

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

A sequéncia (es, €1 + €2, —e3,2e4) é uma base de F.
dim(F + G) = dim F + dim G.

[C]E=Faa.

@ Existe um vector v € E tal que a sequéncia (ej, ea, €3, €4,v) ndo é geradora de E.

3. Considere a base de R?, B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) e seja f : R® — R? a aplica¢do linear tal que

1 -1 0
M(f;B,B)=]0 2 1
0 0 3

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

£(=1,0,0) = (0,—1,-3).
f é injectiva.
(3,3,3) é um vector proprio de f associado ao valor préprio 1.

@ 1,2, e 3 sdo os valores préoprios de f.

4. Counsidere uma matriz A € M3x3(R) nédo invertivel tal que :

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A é diagonalizével.

Se pa(x) é o polindémio caracteristico de A, entdao p4(0) = 0.
10 0
0 -2 o0 |.

@ A matriz A admite um valor proprio o que verifica mg(a) < ma(a).

Existe uma matriz invertivel P talque P~1AP =

5. Seja (e1, e2,e3) uma base ortonormada e directa de R3. Considere em R? os vectores u = e; — 2e3,

v = 2e1 + 2e5 + e3,w = 3e3 e o subespago F' = (u, v).

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

UX’U:461—5€2+2€3.
(u x v)|w
FL={

(z,y,2) € R®: 4o — 5y + 22 = 0}
@ ( %U) é uma base ortonormada de F'.
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S6 serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolucdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotacio]
6. Seja f : R? — R* uma aplica¢do linear definida por
f(a,b,c) = (a+b,c,c,0), para qualquer (a,b,c) € R>.
Considere as bases:
B, = ((07 Oa 1)7 (17 _la 0)7 (1a Oa O)) de R® e
By = ((17 13 Oa 0)7 (17 13 170)7 (13 1; 1, 1)7 (13 07070)) de R*.
[1,5] (a) Determine uma base do ntucleo de f e indique, justificando, se f é injectiva.
[1,0] (b) Determine a dimensdo da imagem de f e indique, justificando, se f é sobrejectiva.
[1,5] (c) Determine, apresentando todos os calculos, a matriz A = M(f; B, Bs).
[1,5] (d) Sem efectuar céalculos indique, justificando, uma matriz de mudanca de base P para a qual se verifica:
AP = M(f, b.C.R37 Bg).
-5
7. Considere amatriz B= | 0 3 0 | € Msx3(R).
—2
[1,0] (a) Determine o polinémio caracteristico de B. Deduza quais os valores proprios de B e as respectivas
multiplicidades algébricas.
[1,5] (b) Determine uma base para o subespaco proprio de B associado ao valor proprio 3 e justifique que
1
0 ] é um vector proprio de B associado ao valor préprio 2.
1
[1,5] (c) Mostre que B é diagonalizavel e indique, justificando, uma matriz P que verifique
3 0 0
P'BP=1]0 2 0
0 0 3
8. Sejam F, F, G espacos vectoriais de dimensao finita sobre K e f: F — F, g: ' — G aplicagOes lineares.
Nestas condigdes, mostre que:
i (8) Tm (g0 f) C Im (g) e Nuc(f) € Nue(go f).
[1,0] (b) dimIm (g o f) < min{dimIm(g), dim Im(f)}.
[1,0] (c) Se f é um isomorfismo entdo dimIm (g o f) = dim Im(g).

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

4. D
5. C

6. (a)

(b)

(c)

(d)

Como sabemos, Nuc f = {(a,b,c) € R3: f(a,b,c) = (0,0,0,0)}.
Dado que
a+b=0
f(a,b,c) =(0,0,0) & (a+b,c,¢,0) =(0,0,0,0) & ¢ c¢=0 ,
CcC =

deduzimos que
Nuc f = {(a,b,c) €ER®:a = —bAc=0} = {(=b,b,0): b € R} = ((—1,1,0)).

Como a sequéncia ((—1,1,0)), é uma sequéncia geradora do Nuc f constituida por um tnico vector

nao nulo entdo a sequéncia ((—1,1,0)) é uma base de Nuc f.

Além disso, como Nuc f # {(0,0,0)} concluimos que f ndo é injectiva.

Pelo Teorema da Dimensao sabemos que
dimR? = dim Nuc f + dim Im f.

Como dimR? = 3 e, pela alinea anterior, dim Nuc f = 1 (determinou-se uma base de Nuc f com um
tnico vector), podemos concluir que dimIm f = 2.
Para que f fosse sobrejectiva, teriamos de ter R* = Im f, ou equivalentemente, dim Im f = 4. Como

dim Im f = 2, concluimos que f nao é sobrejectiva.

Para determinar a matriz da aplicacdo linear f, comecemos por determinar a imagem de cada um
dos vectores da base do espaco de partida escrevendo-as como combinagao linear dos vectores da

base do espago de chegada. Temos entao:

f(0,0,1) =(0,1,1,0) =0(1,1,0,0) + 1(1,1,1,0) + 0(1,1,1,1) — 1(1,0,0,0)
f (la _170) = (0307070) = O(L 13070) + O(L 17 170) + 0(13 17 17 1) + 0(1707070) :
£(1,0,0) = (1,0,0,0) = 0(1,1,0,0) 4+ 0(1,1,1,0) + 0(1,1,1,1) + 1(1,0,0,0)

Logo, M(f;B1,Bz2) =

o O O O
_ o O O

-1

Consideremos o seguinte esquema
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RB Zdst ~ RS f ~ R4
begn P B, A4 ~p,
w

Para que AP = M(f;b.c.gs, B2) teremos de considerar P = M (idgs;b.c.gs, B1).

Como
(1,0,0) = 0(0,0,1) +0(1,-1,0) + 1(1,0,0)
(0,1,0) = 0(0,0,1) — 1(1,-1,0) + 1(1,0,0) .
(0,0,1) =1(0,0,1) +0(1,—-1,0) 4+ 0(1,0,0)
teremos,
0 0
P=]10 -1 0
1 1 0

7. (a) O polinémio caracteristico de B é dado por p,(z) = |B — zI,|. Assim tem-se:

7T—x 2 )
pale) = |B-akl=| 0 3-z 0 |FE-a)(-1
4 2 —2—x

7T—x -5
4 22—

= B-2)[(7T—2)(-2—2)+20] = (3—2)(2* -5z +6) = —(x — 3)*(x — 2).

Os valores proprios de B sdo as solugbes da equacdo p,(z) = 0, que, neste caso, sdo 0 3 e 0 2,
tendo-se m.a.(3) =2 e m.a.(2) = 1.

(b) O subespago proprio de B associado ao valor proprio 3 é o seguinte:
M3 = {X€M3X1(R) : (B—3I3)X:03><1}.

Ora

o N

4 -5 4 2 =5
B-3I3=1o0 O | Hrcon |0 o o (fe).
5 0o 0 0

Logo,

Mz = { b €M3><1(R):

o o

+c

— o Bl

eesmp= (LD

= o

_1
2
1

5
Do exposto resulta que a sequéncia S = ({ 1 , { é ]) é geradora de Ms.
0 1

A sequéncia S é linearmente independente pelo Critério de Independéncia Linear, pois para quaisquer

_1

2

(07 1
0

a, 8 € R temos

+p

= O Rluo
I
I
—
o O ©
I |
Q
I
=
I
o
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1
3
Com efeito, se a[ 1

= O sl

0
}2{0}entéotemos—éa—&—iﬂzo,a:OeB:O.

0 0

Do exposto resulta que sequéncia S é uma base de M3. Logo m.g.(3) = dim M5 = 2 = m.a.(3) = 2.

Por outro lado, temos que

1 2 =5 1 1
Blo|= 3 0 ol=(0|=2|0
1 2 =2 1 1

1 1
Atendendo a que [ 0 ] # 03x1, conclui-se que | o } é um vector préoprio de B associado ao valor
1 1

proéprio 2.

1
Na alinea anterior mostramos que { 0 ] pertence ao subespago proprio de B associado ao valor
1
1 1
proprio 2. Atendendo a que | o | # 0sx1, a sequéncia T = 0 é uma sequéncia linearmente
1 1
independente de vectores de Ms.

Por outro lado, m.g.(2) = dim M3 < m.a.(2) = 1. Logo dim M5 = 1 e por conseguinte 7 é uma base
de M.
Deste modo temos que m.g.(3) = 2 e que m.g.(2) = dim My = 1, pelo que a soma das multiplicidades
geométricas dos valores préprios de B é igual & ordem da matriz B. Logo, B é diagonalizéavel.
Como vimos, as sequéncias S e T sdo sequéncias linearmente independentes de vectores proprios
associados aos valores proprios 3 e 2, respectivamente.

_1 5
Atendendo a que § = ([ 21 }, { 3 > e T = ([ (1) }) conclui-se, de acordo com a matéria

0 1 1
leccionada nas aulas teéricas, que a matriz que se obtem dispondo estes vectores nas colunas é uma

matriz diagonalizante de B. A matirz P determina uma matriz diagonal constituida pelos valores
proprios de B associados a cada um dos vectores proprios que figuram nas colunas de P.

Assim, para

P= obtem-se a matriz diagonal D = P 1BP =

o = NI
=
— O kot
o O W
o N O
w o o

8. Sejam FE, F, GG espagos vectoriais de dimensao finita sobre K e f: E — F, g: F — G aplicagoes lineares.

(a)

Seja v € Im (g o f). Por defini¢do de Im (g o f), existe pelo menos um u € E tal que v = (g o f) (u).
Por defini¢ao de composi¢ao de fungoes, temos v = g(f(u)). Seja z = f(u). Como f & uma fungdo
de E em F entdo z € F. Assim temos z € F e v = g(z). Logo v € Im(g). Do exposto resulta que
Im (g0 f) C Im(g).

Seja x € Nuc (f). Por definigao de Nuc (f), temos que x € E e f(z) = 0p. Atendendo a que g é uma
aplicagao linear, conclui-se que ¢g(f(z)) = g(0r) = Og. Por definigdo de composigao de fungoes, sai
que (go f) () = Og. Donde se conclui que z € Nuc (g o f). Da argumentacdo acima expendida sai
que Nuc (f) € Nuc(go f).

Tendo presente que, por hipétese, G é um espago vectorial de dimensao finita, conclui-se que que os

subespagos vectorias (de G) Im (g o f) e Im (g) tém dimensdo finita. Além disso,

dimIm (g o f) < dimIm(g),
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uma vez que (pela alinea (a)) Im (g o f) C Im (g). Por outro lado, também pela alinea (a), Nuc (f) C
Nuc (g o f) e por conseguinte
dim Nuc (f) < dimNuc (go f),

uma vez que Nuc (f) e Nuc (g o f) sdo subespagos vectoriais do espago vectorial E que, por hipdtese,
tem dimensao finita. Pelo do teorema das dimensdes (para aplicagdes lineares), neste contexto temos
dim £ — dimIm (f) = dim Nuc (f) e dimNuc (g o f) = dim E — dimIm (g o f). Como j& mostramos

que dim Nuc (f) < dim Nuc (g o f), entdo podemos concluir que
dimIm (go f) < dimIm (f).
Assim temos dimIm (g o f) < dimIm(g) e dimIm (g o f) < dimIm (f). Logo

dimIm (g o f) < min{dim Im(g), dimIm(f)}

Do que acima foi exposto (na alinea (b)) podemos concluir que: para quaisquer espagos vectoriais
de dimensao finita, U, V, W (sobre K) e para quaisquer aplicagdes lineares h: U — V, j: V — W,
dimIm (j o h) < dimIm(j) e dimIm (j o h) < dim Im (h)

Sejam FE, F, G espacos vectoriais de dimensao finita sobre K e f: F — F, g: FF — G aplicacoes
lineares. Suponhamos que f é um isomorfismo. Tendo em consideracao que a aplicacao inversa de f
(denotada por f~1) é uma aplicacio linear de F' em E e que g = (go f) o f~!, podemos concluir por
aplicagao do enunciado da alinea (b) que dimIm(g) < dimIm (g o f). Usando, novamente, a alinea

(b), conclui-se que dimIm (g o f) < dimIm(g). Do exposto resulta que dimIm (g o f) = dim Im(g).



