T
@

Ct FACULDADEDE e Algebra Linear e Geometria Analitica
UNIVERSIDADE NOVA DE LISB0A Exame de Recurso — 16 de Janeiro de 2020

Departamento de Matematica

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL
Grelha de Respostas

Nome: A/B|C|D
Nimero de caderno: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

No o ke e

Atencao

Os primeiros 7 grupos desta prova sao de escolha miltipla. Em cada um destes 7 grupos apenas uma das afirmacgdes

é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas.

- Cotacao: A cotacado total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha miltipla a cotagao

atribuida é a seguinte:
® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,2 valores;

e Se responder erradamente: —0,4 valores.

A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 7) é dada por , onde M designa a soma das

classificagoes obtidas nos 7 grupos de escolha miiltipla.

- Duragdo: 2 horas e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Em Mj3.3(K), considere as matrizes

1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1 -1 2
Fi=|2 1 0|, E= 01 0l|,EB3=]0 0 1|,E4=]0 1 0|eA=]|2 1 3
0 0 1 -1 0 1 0 1 0 0 0 1 2 11

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

As matrizes F1, Fo, E3, e F4 sdo matrizes elementares.
Se B = E4E3E2A entao A A1 A2 la—l B.
(Eg)il = Eg.

(D] E\Ey = E5E;.

20, lal3

2. Para cada a € R e b € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas z, y, z, sobre R, cuja

matriz ampliada é equivalente por linhas a matriz

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a = b = 0 entao o sistema é possivel indeterminado com grau de indeterminagao 1.
Se a =2 e b =4 entdo o conjunto das solugdes do sistema é C = {(2, az, —2) : ay € R}.
Para qualquer a € R com a # b, o sistema é possivel.

@ Se a # 2 e a # b entao a matriz simples do sistema é invertivel e o sistema é possivel determinado.

[Continua no verso desta folha]
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3. Sejam A, B,C € Mgxs(R) tais que det A =2, det B =4 e det C = —2.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se A’ se obteve, a partir de A, efectuando 3 transformacoes elementares do tipo I e 5 do tipo III,
sobre linhas, entao det(A’) = —2.

E A matriz A ¢ invertivel e det(BA™!) = det(A4).
det(ABC) = —16.
[D] det(—2C) =27
4. Seja E um espaco vectorial sobre K e seja (u1,ug, us, ug) uma sequéncia de vectores de E.
Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.
A sequéncia (u1,ug,u1 + usz, us + ug) é uma sequéncia linearmente independente.
Se dim E' = 5 entao a sequéncia (u1, ug, us, u4) nao é uma sequéncia geradora de E.

Se a sequéncia (u1,ug,us,uy) é uma sequéncia linearmente independente e dim F =4 entao

(u1,us,us, ug) é uma base de F.
@ Se dim E = 3 entao a sequéncia (u1, ug, us, uq) ¢ uma sequéncia linearmente dependente.

5. Considere a aplicaco linear f : R — R? tal que f(z,y, 2) = (v — 2,2y), para qualquer (z,y, z) € R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Nuc f ={(#,0,2) : z € R}.
dimIm f = 2.

f é sobrejectiva mas nao é injectiva.
[D] M(f;B,8) = { oo } em que B = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,2)) e B = ((0,1), (1,0)).

2

6. Seja B =((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) uma base de R? e f : R3 — R3 a aplicacao linear tal que:

01 0
A:M(f;B,B):[ 0 2 0].

-2 1 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Os valores préprios de f sdo 0 e 2.

f(1,1,1) = (2,2,2) e, portanto, (1,1,1) é um vector préprio de f associado ao valor préprio 2.

A matriz A nédo é diagonalizavel.

@ Como B’ = ((1,1,1),(3,2,0),(2,1,1)) é uma base de vectores préprios de f, a matriz M(f;B',B’) é

uma matriz diagonal.

7. Considere a recta r de equagao vectorial (z,y,2) = (1,1,0) + A(1,0,—1), A € R, a recta s com equagoes
normais x — 1 =y = z e o plano 7 de equacao geral z +y + 2 — 2 =0.
Apenas uma das seguintes afirmagoes ¢ FALSA. Indique qual é.
A recta s é perpendicular ao plano 7.
Os vectores (1,0,—1) e (0,1, —1) s@o vectores directores do plano .
O angulo formado pelas rectas s e r é 7.

@ A recta r é estritamente paralela ao plano .
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolugdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotagio]

8. Considere os subespacos vectoriais de R*

F={(a,byc,d) eR*:a=bAc=—-d} e G={(a,bc,d)€R*:b=—dAc=d}

[0,5] (a) Indique uma base de F' e uma base de G.
[1,0] (b) Determine a dimensao de F' + G e a dimensao de F N G.
[1,0] (c) Verifique que R* = F @ G.

Mude de Folha

1 0
9. Considere a aplicacdo linear f : R?> — R?® dada pela matriz A = M(f;B,B') = 0 1 |, em que
1

B=1((1,1),(1,0)) e B = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).

[0,5] (a) Determine f(1,2), usando a matriz A.
[1,0] (b) Justifique que f nédo é sobrejectiva mas é injectiva.
[1,0] (¢) Usando matrizes de mudanga de base determine a matriz B = M(f; B, b.c.p3).

Mude de Folha

2 0 -1
10. Considere amatriz A= | 0 1 -1 | € Msx3(R).
0 2 4
[1,0] (a) Justifique que 2 e 3 sdo os tnicos valores préprios de A e indique a sua multiplicidade algébrica.
—2
[0,5] (b) Mostre que { -1 ] é um vector préprio de A associado ao valor préprio 3.
2
[1,0] (c) Verifique que a multiplicidade geométrica do valor préprio 2 é 1.
[0,5] (d) Indique se A é diagonalizavel.

Mude de Folha

11. Seja A € M, xn(R) tal que A+ AT = 41,,. Mostre que:

[0,6] (a) A matriz A ndo é hemi-simétrica.
[1,5] (b) «a é valor préprio de A se, e 56 se, 4 — a é valor préprio de AT.
[1,5] (¢) Se 4 é valor préprio de A entdo A néo é invertivel.



Ct

I
<

FACULDADE DE Algebra Linear e Geometria Analitica
CIENCIAS E TECNOLOGIA

UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA ~ . .
Departamento de Matemética Uma resolugdo com notas explicativas

1. B
2. C
3.D
4. A
5.D
6. C
7.D
8. (a)

Comecemos por determinar uma base para o subespaco F'. Tem-se:

F={(a,b,c,d) eR*:a=bAc=—d}
= {(b,b,—d,d) : b,d € R}
= {b(1,1,0,0) 4 d(0,0,—1,1) : b,d € R}
=((1,1,0,0), (0,0, —1,1)).

Assim, concluimos que a sequéncia ((1,1,0,0),(0,0,—1,1)) é uma sequéncia geradora de F. Tal

sequéncia é também linearmente independente pois os vectores da sequéncia sao as linhas nao nulas

0 -1 1
Logo ((1,1,0,0),(0,0,—1,1)) é uma base de F.

da matriz em forma de escada { é Lo } (f.e.).

Para o subespago G tem-se:

G ={(a,bc,d) €eR*:b=—dANc=d}
— {(a,~d,d,d) : a,d € R}
= {a(1,0,0,0) + d(0,~1,1,1) : a,d € R}
={(1,0,0,0),(0,—1,1,1)).

Deste modo, concluimos que a sequéncia ((1,0,0,0), (0,—1,1,1)) é uma sequéncia geradora de G. Os

P . ~ . 1 0 0 0
vectores da sequéncia sdo as linhas nao nulas da matriz em forma de escada { o 1 1 1 } (f.e.),

pelo que a sequéncia é também linearmente independente.
Logo ((1,0,0,0),(0,—1,1,1)) é uma base de G.
Como F ={((1,1,0,0),(0,0,—1,1)) e G = ((1,0,0,0), (0,—1,1,1)), podemos afirmar que

F+G={(1,1,0,0),(0,0,—-1,1),(1,0,0,0),(0,—1,1,1)).

Dado que
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
o 0 -1 1 |——>|0o o0 -1 1|——>s|0 -1 0 0
l3 — ll l3 <~ l2
1 0 0 0 -1 0 0 0o 0 -1 1
0o -1 1 0 -1 11 0 -1 11
1 1 0 0 1 1 0 0
— 5|0 -1 0 0|—>| 0 -1 0 o0
ls—1 Iy + 1 fe
Sl R T 2 I S S (fe.)
o o0 1 1 0 0 2
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concluimos que ((1,1,0,0),(0,0,—1,1),(1,0,0,0), (0,—1,1,1)) é uma base de F+G, pelo que dim(F + G) = 4.
Como dim(F +G) = dim F+dim G—dim(FNG), dim F = 2 = dim G, e dim(F +G) = 4, concluimos
que dim(F N G) =0.
(c) Como F e G sio subespacos de R* podemos afirmar que F 4 G é um subespaco de R*. Dado que
dim(F + G) = 4 = dimR*, concluimos que F + G = R*.
Para demonstrar que F' @ G = R* basta verificar que F NG = {0gs+} ou, equivalentemente, que

dim(F NG) =0, o que é verdadeiro conforme se concluiu em (b).

9. (a) Determinemos a sequéncia de coordenadas do vector (1,2) na base B = ((1,1),(1,0)).
Tem-se, (1,2) = a1(1,1) + a2(1,0) se, e 86 se, a; + a2 = 1 e a3 = 2, ou, equivalentemente, oy = 2 e
ag = —1. Como (2,—1) é a sequéncia de coordenadas do vector (1,2) na base BB, podemos determinar

a sequéncia das coordenadas de f(1,2) na base B’ calculando o produto:
1 0 5 9
0 1 [ 1 ] =\ -1 .
-1 1 -3

£(1,2) = 2(1,0,0) + (—1)(1,1,0) + (—3)(1,1,1)
=(2,0,0) + (=1,—1,0) + (=3, —3,-3)
= (=2,-4,-3).

Assim,

(b) Conforme é conhecido tem-se dimIm f = r(A). Dado que

10 1o 10
0 1 |ls+i| 0 1 [ls—i2| 0 1 (fe.),
-1 1 0 1 0 0

conclufmos que r(A4) = 2. Como dimIm f = 2 e o espaco de chegada ¢ R? (dim(R?) = 3), concluimos
que

Im f # R3
pelo que f nao é sobrejectiva.

Pelo Teorema da Dimensao tem-se:

dimR? = dim Nuc f + dimIm f
2 = dim Nuc f + 2

dim Nuc f = 0.
Logo f é injectiva.
(¢) Atendamos ao seguinte esquema:
id
R2 f » [R3 VRS » [R3
B~ A4 B QA heps
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10. (a)

Podemos entao concluir que
B=M(f;B,b.cgs) =M/ (idgs o f; B,b.cgs) = QA

onde Q é a matriz de mudanca de base Q = M((idgs; B’,b.c.g3).

Logo
111 10 0 2
B=]o0o 1 1 0 1 |=] -1 2
0 0 1 -1 1 -1
O polinémio caracteristico de A é dado por:
2—x 0 —1 Lapl 141] 1-2 .
pa(z) =det(A —xl3) = 0 1-z -1 | = (2—2)(-1)  ua
0 2 44—z

=(2-2)%03-x).

Como os valores préprios de A sdo os zeros do seu polinémio caracteristico concluimos que os valores

préprios de A sao :

2, ma(2)=2 e 3, ma.(3)=1

—2
Por definicao X =

AX = 3X. Tem-se

E
Rigel
) IR

donde concluimos o que pretendiamos.

O subespago proprio de A associado ao valor préprio 2 é dado por:

Mgz{[ ) } 6M3X1(R):(A—2I3){ ) } :o}.

a
Ou seja, é o conjunto das solugoes do sistema homogéneo (A — 213) { b ] =0.

c

Determinemos entao o conjunto das solucoes deste sistema.
Calculo auxiliar:

0 0o -1
0o -1 -1

0] [0 11

0220 0 1

0 0 0 0
Assim podemos afirmar que

O R X [

1 0 1
Como { 0 } # { 0 } concluimos que ({ 0 }) é uma base de M5 e, portanto,
0 0 0

m.g.(2) = dim(Ms) = 1.

-1 ] é um vector préprio de A associado ao valor préprio 3 se X # {

1
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Alternativamente, como A tem ordem n = 3 tem-se
0o 0 -1
mg.(2)=n—-r(A—-2I3)=3-r 0 -1 -1 .

Como
0 0 -1 01 0
0 -1 —1 |(linhas o o0 1|,
0o 2 2
tem-se r(A — 2I3) = 2 e, portanto, m.g.(2) =3 — 2 = 1.
Tem-se
A é diagonalizével se, e s6 se, m.g.(3) + m.g.(2) = 3 =ordem de A.
Como m.a.(3) =1 e 1 <m.g.(3) <m.a.(3), concluimos que m.g.(3) = 1.

Dado que, por (c) se tem m.g.(2) = 1, obtemos
m.g.(3)+mg(2)=1+1=2=#3.

Logo A nao é diagonalizavel.

Por definicio a matriz A é hemi-simétrica se A = —AT.

Neste caso, como A+ AT =41, ter-se-ia —AT+ AT = 41,,, isto é, 4I,, = 0,,x,, que é uma contradico.

Logo A nao é hemi-simétrica.

Por defini¢do « é valor préprio de A € M, (R) se existe X € M,,x1(R), ndo nulo,tal que
AX = aX.
A igualdade anterior é equivalente a cada uma das seguintes:

AX —4X =aX —4X
(A—4I)X = (a —4)X
—ATX = (a—-4)X
ATX =(4—a)X

e, portanto, o é valor préprio de A se, e s6 se, 4 — a é valor préprio de AT .
Se 4 é valor préprio de A entdo, atendendo a (b), tem-se que 4 — 4 = 0 é valor préprio de AT.

Como A e AT tém o mesmo polinémio caracteristico e, consequentemente, os mesmos valores

préprios, podemos afirmar que 0 é valor préprio de A.

Consequentemente, |A — 01| = 0, isto é, |A| = 0 e, portanto, A nao é invertivel.



