Analise Matematica | D

Resolucdo da Repeticao do 22 Teste — 20 de Junho de 2011

Nota: Esta é apenas uma resolucao, de entre muitas outras possiveis.

1. Considere, para a € R, a sucess3o definida por:

a)

ul :%
{ Un+1 = au, —u?), ¥n € N.

Seja « = 1. Mostre que (uy) é monétona. Sabendo que (u,) é uma
sucessdo de termos n3o negativos (ndo necessita de o provar), serd (uy,)
convergente? Em caso afirmativo, calcule lim w,,.

Considerando o = 1, determine, caso exista, lim /u,,.

Seja agora o = % Verifique que:

~jw
B ([=

Se u, = 2 entdo upy1 =

Se u, = ¢ entdo Upt+1 = % para todo o n € N.

=~

Indique, justificando, limu,, e limwu,,. O que pode afirmar acerca da con-
vergéncia de (uy)?

d) Para a = Z, indique se o conjunto dos termos da sucessdo (u,,) é aberto
ou fechado.
Resposta:

a)

Para verificar se (u,) é mondtona, basta analisar o sinal de uy+1 — Uy,

u,H_l—un:(un—u%)—un:—uiSO,VnEN,

pelo que a sucessdo (u,) é mondtona decrescente. Desta forma, u; = %
serd um majorante do conjunto dos termos da sucessdo. Como a sucessao
€ de termos ndo negativos, 0 serd um minorante do conjunto dos termos
da sucessdo. Sendo (u,) mondtona e limitada, (uy,) é convergente.

Designe-se por u o limite de (uy,), u = limu,. Como (u,+1) é uma sub-
sucessdo da sucessdo convergente (uy), (uy41) serd também convergente
e terd o mesmo limite. Como uy4+1 = un—u2, qualquer que sejan €N, u

n’'
terd de satisfazer a equagdo

u=u—u

que tem uma dnica solu¢do u = 0. Logo, limu,, = 0.

Como (u,) é uma sucessdo de termos positivos, caso exista lim “2+
n
também existe o limite pretendido, tendo o mesmo valor. Ora,
Un+1 Up — U2
lim —— = lim ——2 = lim(1 — u,) = 1,
Un, Un,

uma vez que limu,, = 0. Conclui-se, portanto, que

lim Yu, = 1.



c)

Se u,, = % entdo

wnit = (i —a2) = DB (B)) 2T (29 6
T T\ 7)) 2\ a9 )T T

Se u,, = g entdo

wer = a2y = L[S (8)) 2T (286) 8
= U T ) = o\ T\ 7 T2\ 49 A

Logo, a sucessdo alterna entre os dois valores % e %. Qualquer subsucessao

convergente de (u,,) terd de ser constantemente igual % ou a %, a partir
de certa ordem. Assim, o conjunto dos sublimites de (u,,) é formado por
dois (nicos elementos: % e g. Desta forma limu,, = % e limu,, = % A

sucessdo (uy,) ndo é convergente, pois limu,, # limu,.

Designemos o conjunto dos termos da sucessdo por S. Todos os pontos
de S sdo fronteiros, ja que qualquer vizinhanca deles contém o préprio
ponto e por isso intersecta S e contém pontos no complementar de S (as
vizinhancas de g contém pontos superiores a g, que n3o estdo em S e
as vizinhangas de % contém pontos inferiores a % que também n3o estdo
em S).

Como todos os pontos de S sdo fronteiros, int(S) = () # S. Desta forma
S = int(S) U fr(S) = S, logo S é fechado. Como int(S) # S, S n3o é
aberto.

Considere a func3o real de varidvel real definida por

a)
b)

c)

__pcos(z)—1
lef , S€ T # 0

flz) =

0 ,sex =0

Determine o dominio de f.
Estude a continuidade de f.

Determine os pontos onde f é diferencidvel e indique nesses pontos o valor
da func3o derivada.

Resposta:

a)

O dominio da restricdo da fungdo % aR\ {0} é R\ {0}. Por
outro lado, pela definicdo da fungdo f temos f(0) = 0. Logo o dominio
de f éR\ {0} U{0} =R.

Seja © # 0. Entdo na vizinhanca de z, a fungdo f é definida pelo quo-
ciente de duas fungdes continuas (a diferenga entre uma constante e a
composta de fun¢des continuas e um polinémio), cujo denominador n3o
se anula nessa vizinhanga. Logo f é continua para x # 0.

Analisemos agora a continuidade no ponto x = 0. Temos

_ L1 eos@-1 pa) —R(0)
Jimm f() = lim = —— = lim == =5 = H(0) =0=f(0),
x#0 z#0 z#0

considerando h(z) = 1 — @)1 com A/(z) = e~ sin(x).

Assim, f é uma func3o continua em x = 0, logo é continua em R.



c) Para x # 0 a fungdo f é diferencidvel pois é definida pelo quociente de
duas fungdes diferencidveis (a diferenca entre uma constante e a composta
de funcdes diferencidveis e um polinémio). Assim, a derivada f/(z) pode
ser obtida como:

/
f/(x) _ (1 _ ecos(:p)—l) (Sin(x)ecos(:v)—l)x _ (1 _ ecos(:p)—l)

2

3@~ (gsin(z) + 1) — 1

2
x
Para calcular a derivada em x = (0 teremos de recorrer a respectiva
definic3o:
__pcos(z)—1 .
— f(0 L= 1 — ecos(x)—1 7
z—0 T — z—0 T z—0 2 0

Atendendo a que (1 — e<*(®)~1) e 22 s3o funcdes diferencidveis em qual-
quer vizinhanca de x = 0 e que (22) = 2z # 0 para qualquer = # 0,
calculemos

lim sen(z)ecos(®) 1 1 lim sen(a:)e
z—0 2z 2220 x

Logo f é diferencidavel em R.

3. Seja g : R — R uma func3o real de varidvel real, diferencidvel em R, tal que
a equagdo g(z) = e* tem duas solugBes distintas. Verifique que a equagdo
g'(z) = e® tem pelo menos uma solugdo real.

Resposta:

Sejam a,b € R, com a # b, duas solugcdes de g(z) = e®. Consideremos a
fungdo h(x) = g(z) — €*, que sabemos ser diferencidvel em R, porque é a
diferenca de duas fungdes diferencidveis em R. Temos que h(a) = h(b) =0 e
que h é diferencidvel e continua em [a,b], logo pelo Teorema de Rolle existe
¢ €la,b[ tal que h'(c) = 0. Mas, I/ (x) = ¢'(x) —€®, para todo 0 zz € R. Assim
R (c) = g'(c) —e® =0, ou seja, ¢'(c) = e

4. Considere a fungdo real de varidvel real h(z) = /1 + z.

. . o (n)
a) Determine uma ordem, n € N, para a derivada de h que verifica ’h n!(c)

0.1, com ¢ €]0, 1].

b) Utilize a alinea anterior e a Férmula de Maclaurin para calcular um valor
aproximado de /2 com erro inferior a uma décima.

<

Resposta:

a) Temos que D, = {x e R: 14+ 2 >0} = [-1,4+00[ e h € C(] —
1, +00[). A primeira derivada de h num ponto = €]—1, +00| é definida por
B(x) = %(1 + m)_%. Verifiquemos se esta derivada satisfaz a inequacio
do enunciado. Temos que:

1 1

1 1
O<e<lel<l4be2e-<—<K1le —< —<«1
2 1+c \/§ 1+4+¢
(1)



() (¢
Paran: 1, ‘h ‘ |R(e)] —% ese0<c< 1 temos que, usando

1+c
1 ¢ / 1
(1), 2\[ < 5\/17T < 1. Como 2\/5 > 1 concluimos que [I/(c)| > 15 e
portanto n = 1 ndo satisfaz a inequa¢do do enunciado.
3
Paran = 2, M'(z) = —3(1 + z)"2, para €] — 1,+o0[. Entdo, se
h(™ (c) “iies

= %(\/117%)3 e usando (1)
1 1 1

1 1 1 1 1
SR S SvireE < & Observamos que o8 <10 <
é, pelo que n3o temos a garantia que n = 2 satisfaca a inequacdo do
enunciado.

Para n = 3, h(z) = 3(1 + )~

0<c<1,‘

_ ‘h”(c)
= |2

n! - |7 ot

obtemos que

, para z €] — 1,+o0[. Entdo se
1

0w pojot

(n) "
0<ec<l, ‘h n!(c) = hS!(C) (Lie? %( Tic)5 e usando (1)

1 11 1 1 1
obtemos que 16(\[) < 16 (VI < 45. Como 1z < 55, podemos

(6)

< 0.1, para 0 < c < 1.

concluir que ‘

Portanto uma ordem que permita a derivada de h satisfazer a inequacio
do enunciado serd n = 3.

Como ja observamos na alinea (a), h € C*°(] — 1,+00[). Estamos nas
condicdes para poder aplicar o Teorema do Taylor e, entdo, afirmar que,
para cada = €] — 1, +00], existe ¢ entre 0 e x tal que

2

() = h(0) + (0)z + W(0) 5 + -+ A () 2

h/// (C)

Provi i W (c)
rovamos na alinea (a) que |~

< 0.1, para 0 < ¢ < 1, com =

o resto de Lagrange de ordem 3, para z = 1. Por outro lado, v2 =
h(1). Usando as derivadas calculadas na alinea (a), temos que h(1) =1,
W(1) = § e h"(1) = —%. Substituindo no desenvolvimento em Férmula
de Taylor, obtemos

1 1 1
2=14+-——-+n"(c)=.
v2 2 g Ty
Entdo 1 + % — % = % é um valor aproximado de v/2 com erro inferior a

uma décima.



