Grelha de Correccao do Enunciado A

Anilise Matematica | (B, C, D e E)
1° Teste — 23 de Marco de 2012

O Teste compde-se de 5 questdes de escolha miiltipla e 2 de resposta aberta. Em cada uma das quest&es
de escolha mdltipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado
para o efeito na folha de respostas.

Duracdo: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha mudltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,3 cada (n3o se desconta caso n3o haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.

1. Considere o conjunto A, definido por:

2_’\x—5|

A fronteira do conjunto A é o conjunto:

(@)  {-2,2,5}. (b)  {-2,2}. () {-2,0,2,5}. (d)  {-2,0,2}.

Seja (un)nen a sucessdo definida por:

1
-1+ —, se n é par
n
Uy = 1
34+ —, se n é impar
n

Considere o conjunto B = (]O,?[\{l}) U{upn :n € N},

2. Qual das seguintes afirmag¢des é verdadeira?

(a)| O conjunto dos minorantes de B é | — —1] mas B n3o tem minimo.

(b) O conjunto dos minorantes de B é | — oo, —1[, mas B ndo tem minimo.

(c) O conjunto dos minorantes de B é | — —1] e B tem minimo.
I -

(d) O conjunto dos minorantes de B é —1[ e B tem minimo.

3. O interior e o derivado de B s3o:

(a) int(B) =]0,2[e B’ =[0,2].

(b) int(B)=10,2[e B' = [0,2] U{-1,3}.
int(B) =10,1[U]1,2[ e B/ = [0,2] U {—1,3}.
(d) int(B)=10,1[U]1,2[e B' = [0,2].




4. Considere o conjunto C, definido por:
C=(]0,e]NQ)U|[r,5[
O interior do conjunto C' corresponde a:

(a)  int(C) = (10,¢[ NQ)U ], 5[. int(C) = |, 5[.
(b)  int(C) =10,e[ U ]m,5[. (d)  int(C) = [m,5].

5. Qual das seguintes afirmacdes é falsa?

(a)  Se um conjunto contiver a sua fronteira entdo é fechado.
(b)| O conjunto dos termos de uma sucessdo de niimeros reais convergente tem sempre (pelo menos)

um ponto de acumulagdo.
(c)  Um conjunto de pontos isolados tem sempre interior vazio.

(d)  Um conjunto pode ser simultaneamente aberto e fechado.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

(Esta é apenas uma resoluc3o, de entre muitas outras possiveis.)

1. Considere a sucessdo definida por:

a; = 1
Gpn+1 =0p+n+1, Vn>1.
(a) 13.0 val] Prove, usando o Principio de Indu¢do Matemdtica, que

n2—|—n

5 Vn € N.

ap =

(b) [2.0 val] Utilizando a alinea anterior, calcule o seguinte limite:

lim a,.
n—-+oo

Resposta:

(a) Comecemos por mostrar que para n = 1 a condicdo se transforma numa proposicdo verdadeira.
Efectivamente,
12+1
2

:1:(]417

isto é, obtemos uma proposicao verdadeira.
Assumamos agora que a condicdo é uma proposicdo verdadeira para um dado nimero natural n, ou
seja, que
n®>+n

2 )
0 que constitui a nossa hipdtese de inducdo, e mostremos que a condicdo também é uma proposicio
verdadeira para o natural seguinte, isto é, que

Ay =

(n+1)2+n+1

an+1 == 9 3

que serd a nossa tese de indugdo.



Assim,

n2+n

py1 =ap+n+1= +n+1 (pela hipétese de indugdo)

CnP+n+2n+2 (P4 2n+1)+n+1
B 2 B 2

~ (n+1)?+n+1

S 2

como queriamos demonstrar.

Desta forma, recorrendo ao Principio de Inducdo Matemadtica, podemos concluir a veracidade da
proposi¢cdo considerada.
(b) Para determinar o valor do limite lim {/a, = lim {
n—-+oo n—-+00

. . 1 ~ . . Ap41
garante que se a, > 0, Vn € N, e existir lim *1 entio lim Ya, = lim L
n—-+o0o ap n—-+4oo n—-+o0o an,

vamos recorrer ao teorema que nos

(n+1)2+n+1

_ 2 3 2
. a . . n®+3n+2 . 1424+ 5
lim —FL — lim 5 2 = lim ———— = lim # =1
n—+4o0o  a, n—+4o00 n°—+n n—+4o00 n2 +n n—-+oo 1+ P
2
2 .
Como, a, = "™ > 0,Vn € N, podemos concluir que

lim a, =1.

n—-4oo

2. Calcule os seguintes limites:

(a) 3.0 val] nli)l}-loo 72;;1_2 (sen2 (%) + (—1)");

3
6 9 n°+3
(b) [35val] lim <nﬁ> ;

n—-+oo n

n+1 3
(c) B5val] lim

=400 = \/9n? + 2k

Resposta:

20+ 5 2+5
(a) Temos que lim nto lim %2
n—+oo n2 + 6 n—+oo 1 4+ =%

4, = sen? (mr) b (=1 = l,sen (% [aar
0,se n é impar

= 0 e a sucessao

¢é limitada. Portanto,

2n+5 o (T n\
Jm g (en? () + 1) =0,

por ser o produto de um infinitésimo por uma sucessio limitada.

(b) . .
6 9 n°+3 2 n°+3
lim (2 = lim [(1-—
n—+o00 ’n,6 n——+oo ’n,6




porque

n+1 3

Paran € N, a soma _
; VIn2 + 2k

pode escrever-se como

”f 3 3 .3 . 3
V2 42k VIn?4+2 V244 VonZ+2n+2

3 3

€ )
Vo2 +2n+2 V2 +2
respectivamente. Atendendo a que na soma em causa existem n + 1 parcelas, podemos considerar o

seguinte enquadramento para a sucessao:

Daqui facilmente se conclui que a menor e a maior parcelas da soma s3o

(n+1)- (n+1)- 2,Vn€N,

n+1
3 < Z 3 < 3
VIn2 +2n+2 et Von? + 2k — In2 +

ou seja,
3n+3 =3 _ 3n+3

< ,Vn e N.
Vo2 +2n +2 _,; V2 +2k ~ /2 +2

Calculemos o limite da sucessdo minorante e o da sucessao majorante. Temos:

. 3n+3 . 3+2
lim e lim ——— =1,
n—-+oo \/977/ +2n+2 n—+oo /9_'_%4_%
343
lim o t3 li th g

—— = lim —2— =
n—+o0 \/9n2 4+ 2 n——+o00 /9 + %
n

Pelo Teorema das SucessGes Enquadradas, podemos concluir que

n+1
. 3
lim

2
n—+o0 ; VIn2 + 2k



