Anélise Matemética I B, C, D e E - 1° Semestre 2014/15
Resolucao Teste 1 - 01/11/2014

Nota:

Esta é apenas uma proposta de resolucao, de entre muitas outras possibilidades.

1. Considere os seguintes subconjuntos de R:

(a)

2
A—{$€R:?M>O} e

log?(lz —1]) ~
_1)n
B:{:UGR: x:( ) , neN}.
n-+3
Explicite o conjunto A sob a forma de um intervalo ou de uma unido de inter-
valos.
Resolugao

Comecemos por determinar o dominio da inequagao:

log?(|lt —1)) #0 A |z =1 >0 log?(|lt —1)) #0 A [z -1 #0< |z — 1| #
IAN|Jz=1#0x—-1#1ANx—-1#-1ANx—-1#0Sz#2Nx#0Az # 1.

Logo o dominio da inequagao serd R\{0, 1, 2}.

Como log?(|z — 1|) > 0 temos que

3x — 22

—————>0&3z-2">0 A z€D
log”(|lz —1])
s z3—x2)>0 AN xzeD

<zxel0,3] NzeD

Assim,
A =)0, 1][U]1, 2][U]2, 3].

Determine o interior e a fronteira do conjunto A U B. Indique, justificando, se
AU B é um conjunto aberto, fechado, ou nem aberto nem fechado.
Resolugao

Not li (0"
ote que nLII;o n+3

[—%,O[eque{xE]R: m=%7 neN A npar}C]O,%]CA-

= 0, que {:UE]R: x:%, neN A nl’mpar} C



Entao,
int(AU B) =0, 1[U]1, 2[U]2, 3|
(

_1)n
fr(AUB):{xER: T = n—l—)S’ neN A nimpar}U{O,l,?,?)}
AUB:{$ER: xr = (;Jlr);, neN A nl’mpar}U[O,?)]

AU B nao é aberto pois, por exemplo, 3 € AU B mas 3 ¢ int(AU B).
A U B nao ¢ fechado pois, por exemplo, 0 € AU B mas 0 ¢ AU B.

(¢) Determine o derivado do conjunto AU B.
Resolugao

(AUB) =10,3).

(d) O conjunto AU B admite maximo? Justifique.
Resolugao

{z : x é majorante de AU B} = [3,40c[. Como 3 é majorante de AU B e
3 € AU B entao 3 é o maximo de AU B.

2. Seja (un)nen a sucessao definida por recorréncia por:

1

Note que u, >0, Vn € N.

1
(a) Prove, usando o Principio de Indugdo Matematica, que u, < =, Vn € N.

\)

Resolugao

Comecemos por mostrar que a afirmagao é vélida para o primeiro dos ntimeros

naturais para o qual se pretende demonstrar a proposicao, ou seja para n = 1:

U] = % < % o que é uma proposicao verdadeira.

Suponhamos agora que a afirmacao é vélida para um certo natural n € N.

Hipétese de indugao: u, < 3

Mostremos que tal implica que também seja valida para o natural seguinte n+1.
1

Tese de indugao: up41 < 5

1 1 1 1
Prova da tese: Pela hip6tese de inducao temos que u, < §<:>Un+1 < §+1:
3
1 Assim,
+1 <13 3<4 1
Up+l = Up | Up + = =K - ==
AT T ) TS24 8T8 2



(b)

Recorrendo ao Principio de Indugao Matematica, podemos concluir que

1
ungi, Vn € N.

Mostre que a sucessao (u,)nen € monétona decrescente.

Resolugao

1

Up41 — Up =Un <un + 4> — Unp =

1
_ 3
=un, | up 1

Pela alfnea (a), Vn € N,u, < 3 logo Vn € N,u, — 3 <
atendendo ainda a que u, > 0,Vn € N, temos que:

. Assim,

N[
N[V
=

Upt] — Up = Up (un— z> < 0,VYn € N,

ou seja, a sucessao ¢ mondtona decrescente.

Justifique que (uy)nen € uma sucessao convergente e determine o seu limite.
Resolugao

Mostramos nas alineas anteriores que a sucessao ¢ mondtona (decrescente) e
limitada, logo (uy)nen é uma sucessao convergente. Seja [ o limite da sucessao.
A sucessao (Up+1)nen é uma subsucessao de (up)pen, logo também é conver-
gente para o mesmo limite. Assim,

1 1
= 1. n = 1. n n — - - .
b=t g = lim w (“ + 4) l<l+ 4)

Daqui resulta:

1 1 1 3
l l<l+4><:>l l<l+4> O@l( l 4) 0<l=0VI 1

. 1 .
Como, Vn € N, u, < % temos que [ = lim wu, < — donde se conclui que o
n—-+oo 2

limite da sucessao é ! = 0.

3. Determine o valor dos seguintes limites:

(a)

lim {/27 + 37 (o00")

n—-+o00

Resolugao
Tem-se,

e 2" 43" > 0,Vn € N.



2
L an = I = 3, pois lim = 0, uma
n—+oco 2" 4+ 3 n—-+oo (3) +1 n—-+oo
Vezque0<%<1.

Assim, podemos concluir que

lim /2" 43" = 3.

n——+o00
. 3+n2\"
(b) lim (m) cos(n’ +1)
Resolucao
3 41\"
Como, lim |22 R =0 e cos(n? + 1) é uma sucessdo limitada entre -1 e
n—+oo \ 2 — P

1, podemos concluir que

n
ngrfoo <23n_2‘_f25> cos(n?+1) =0
e 1
S Dh
Resolugao
2n

- 1
Note que as parcelas da soma Z sao da forma ———— com k
k=0

1
— V3n? + k V3n? +k
1

. 1
entre 0 e 2n, donde a maior parcela serd —— e a menor

—_— i.c.
V3n2 V3n2 +2n
1 < 1 < 1
V3n2+2n " V3n2 42k T V/3n2

para k de 0 a 2n.

Somando em k, obtemos

2n 2n 2n 2n

Y R S L v Ve S v
Py 3n? + 2n o 3n? +k o Van? 3n? + 2n Py 3n? +k
2n+1

, pois os somatorios tém 2n + 1 parcelas.

V3n?
Como

hy 201 22t i 241 2 i 2n + 1

1 = lm = lm = —=e lim —(—m— =
n—+oo /3n2 n—+oo +/3n n—+oo /3 V3 no+oo /302 + 2n

. 241 2

im

n—r+00 3_+_2 - §7§’

n

pelo teorema das sucessoes enquadradas concluimos que



2

2n
1

lim — = .
n—+00 kz() V3n2+k V3

4. Considere a funcao f : Dy C R — R, definida por:

2
.2 *+x—6
= —4)—.
f(z) = arcsin(z ) p—

a) Determine o conjunto Dy, correspondente ao dominio de f.
] f
Resolugao

Di={zeR:-1<2*—4<1Az-2#0}

1<2?—4<1Az—-2#0e -1<2?—4Ar2?—4<1A2-2#0s
22 =3>0N22 —5<0AT#2E 2 €] — 00, —V3|U[V3, +oo[Ax € [-V5, V5] Az # 2

Assim,

Dy = [—V5,—V3] U [V3,V5]\{2}.

(b) Analise f quanto a continuidade.
Resolugao

Para qualquer ponto do seu dominio a funcao f é continua pois é definida
como o produto de duas fungoes continuas:

e a composta de duas fungdes continuas (o arcosseno e um polinémio)

e 0 quociente de duas fungoes continuas (dois polinémios).

(c) Defina g um prolongamento por continuidade de f a D7f (ou seja, a aderéncia
de D f).
Resolugao

Sendo g um prolongamento por continuidade de f a Dy = [—V/5, —V/3] U
[\/g, \/5], bastara definir a imagem de g no ponto x = 2 como o valor de
lim f(x), caso este limite exista.

T — 2
T #2
2
—6 —2 3
lim f(z)= lim arcsin(z® — 4)% = lim arcsin(z? — 4)%
Tz — 2 r— 2 xz—2 T — 2 r — 2
x # 2 T # 2 T #2
= lim arcsin(z® — 4)(z + 3) = arcsin(0)5 = 0
T — 2
T #2
Assim,



(d)

Justifique que ¢ é limitada em D7f
Resolugao

Para x € [—v/5, —V3] U [V/3,V5]\{2}, g é continua pois provou-se na alinea
(b) que f é continua em Dy. Para x = 2, g é continua pois trata-se de um
prolongamento por continuidade de f a esse ponto. Logo, g é continua em
ﬁf. Como D7f ¢ um conjunto limitado e fechado, sendo g continua em ﬁf, o}
Teorema de Weierstrass garante a existéncia de um maximo e de um minimo
para g em ﬁf Logo g é limitada em D7f

5. Seja h uma fungao continua em R e tal que existem a,b € R que satisfazem: h(a) =
be h(b) = —b3

(a)

Mostre que h tem pelo menos um zero.
Resolugao

Podemos considerar a # b, caso contrario h(a) = h(b) & b= —b> < b(1+b?) =
0 < b=0 e portanto h(a) = h(b) = 0 logo h tem pelo menos um zero.

Sem perca de generalidade, suponhamos a < b. A funcao h é continua em R,
logo é continua em [a, b] e h(a)h(b) = b(—b?) = —b* < 0.

Se h(a)h(b) = 0 ent@o pela lei do anulamento do produto h tem pelo menos um
zero (no ponto z = a ou no ponto x = b).

Se h(a)h(b) < 0, como h é continua em [a, b], o Teorema de Bolzano garante a
existéncia de pelo menos um zero no intervalo |a, b.

Utilize a alinea anterior para justificar que existe k£ € R tal que a funcao real
de variavel real definida por

| h(z) ,sex >k
m(w)—{o ,sex <k

é continua em R.

Resolugao

Para x > k, m é continua porque h é continua em R.
Para = < k, m é continua porque é constante.

Para x = k, m serd continua se lim m(z)= lim m(zx), ou seja
z—k z—k
x>k <k

lim m(z)= lim h(x)=h(k)=0= lim 0= lim m(z).
x—=k z—=k x—=k x—k
x>k x>k <k <k

h continua em R

Tal significa que m serd continua se h admite pelo menos um zero, o que se
verifica atendendo a alinea (a).



