Grelha de Correccao do Enunciado A

Analise Matematica |

12 Teste — 26 de Outubro de 2016

O Teste compde-se de 5 questdes de escolha miltipla e 3 de resposta aberta. Em cada uma das questdes de
escolha multipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracdo: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (n&o se desconta caso ndo haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.

Considere os conjuntos A e B definidos por

A:{xeR:x:2+ (_;)n,neN} e B=1]-32[\{0}.
Seja C =AU B.
1. Qual o interior e a fronteira de C?
(a) int(C)=]-3,2[efr(C)={-3,2} UA.
(b) int(C’):]—3,2[efr(C):{—3,2}U{xER:x:2+21n,neN}.

()| int(C)=]-3,2[\{0} e fr(C)={-3,0,2} U {x ER:z=2+ %JL € N}.
(d)  int(C)=]-3,2[\{0} e fr(C) = {-3,0,2} U A.

2. Qual das seguintes afirmac¢des é verdadeira?

(a)  sup(C) = g e min(C) = —3. () min(C)=—3 e min(4) =1.
(b) max(C) = g e max(B) = 2. (d)| sup(C)= g e inf(C) = 3.

3. O conjunto S dos pontos isolados e o derivado de C' sdo
(a) S=AeC' =[-3,2].

(b) S—{xeR:x—2+21,n€N}eC/—[—S,Q].
n

(c) Sz{xéR:sz%—;n,neN}eC’:[—3,2]\{0}.

d) S=AeC =[-3,2\A.




4. Seja D o dominio da func3o real de varidvel real, f, definida por

1
arcsen ( ‘> VA — 2
T+

arctg (2x) +

fz) =

Qual a fronteira de D?

{-2,0,2}. © {-2 ,lz}.

b {—2,-1,0,2}. (d)  {-2,-32}h

5. Sejam D C R um subconjunto fechado e (x,) uma sucessdo convergente de elementos de D
Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(a) A sucessdo (z,) ndo tem subsucessdes (c) A sucessio (z,) ndo é limitada, mas
convergentes. tem subsucessdes limitadas.

(b) A sucessdo (r,,) é monétona e limitada. [(d)| O limite de (x,,) pertence a D.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

1. Calcule, se existir, o valor dos seguintes limites:

4n 4n—1
(a) [2.5 val] lim <4n 1 ?) ;

2n+2
\/7
2.5val.] 1
(b) | a]1mZk+W

Resposta: (a) Designando por a, o termo geral da sucessdo podemos escrever

3 4n—1 3 qn

— n —_— JR—
an = = n
4+ 1 1 1\*

v <1+4n> (sz)

Como lim 4" = 400, sabemos que
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portanto,



(b) O termo geral a,, da sucessdo estad definido como a soma de k =3 a k = 2n + 2 de

\/n+3 ) , vn+3

A maior parcela é (que corresponde a k = 3) e a menor

V 3 :
2 5 n—l\}537 (correspondente a k = 2n + 2), como estd demonstrado a seguir.
n+24von

De maneira evidente temos

E+vVom3+2>34+Vm34+2>Vnd3+2, Ve,neN, k>3

kE++v/b5n3+2<2n+2++/5n2+2, Vk,neN, k>3 tais que k < 2n + 2.

Logo paratodoone 3 <k <2n+ 2, temos:

Vond +2<k+vn3+2<2n+2++/5n3+2
1 - 1 - 1
53 +2  k+Vhn3+2  2n+2+bn3+2
Vn+3 - vVn+3 - Vn+3
53 +2  k+vVin3+2  2n+2+Vomd+2

Como (ay,) estd definida como uma soma de 2n + 2 — 3 + 1 = 2n parcelas obtemos,

Vn+3 2§2 Vnt3 . Vnt3
2n + 2 + v5nd + k+/5n3 + 3+vbm3+2
o 2ny/n + 3 < 2§2 \/n—i-S < 2ny/n + 3

M +2+ VP +2 7 = k+VEnd+2 7 Vind 42

B 2nv/n + 3 B VAan3 + 12n2
2n 42+ Von3 + 2 on+2+vVom3+2

denominador da fraccio que define a sucessio por n®/2 temos:

2n - Vn € N

Vn € N.

Seja b, Dividindo o numerador e o

Van3 + 12n2 4n3 + 12n2
. . 3/2 . n3 2
limb,, = lim n = lim = —.
" o2n + 2+ /503 + 2 on 2 5n3+2  Vh
n3/2 n3/2 T n3/2 t n3

2ny/n+3  [4n® 4 12n? 2
B 5n3 + 2 V5

Finalmente, como os dois limites sdo iguais, o Teorema das Sucessdes Enquadradas

permite-nos concluir que

Seja ¢, = . E evidente que lim¢,, =

li 2
ima, = —.
n ,\/g
2. Considere a sucessdo definida por
uy = 2
Uns1 = (n+ Dup, —n?+1, ¥Yn €N,
(a) [3.0 val] Utilizando o Principio de Indugdo Matemdtica prove que

U, =nl+n, VneN.



(b) [2.0 val] Recorrendo a alinea anterior calcule lim {/u,,.

Resposta: (a) Seja p(n) a proposicdo u, = n! +n. Se n = 1 obtemos 2 = 1! + 1 que é uma
proposi¢cdo verdadeira.

Hipdtese de Inducdo: u, = n! + n.

Tese de Indugdo: upy1 = (n+ 1) +n+ 1.

Demonstracdo: Pela definicdo da sucessdo temos
Uny1 = (n+ Duy —n? 4 1.
Aplicando a hipétese de indugao obtemos
Upy1 = M+ Dup —n?+1=(n+1)(n! +n) —n?+1
=mnm+Dnl+nn+1)—n2+1l=n+)+n>+n—-n?+1
=+ +n+1.

Como a proposicio é verdadeira para n = 1 e é hereditaria concluimos, pelo Principio
de Indugdo, que
U, =n!+n, Vn e N.

(b) Como u, >0,VneN, e

n+1
_ (n+ 1! +n+1 T o
lim —— = lim =1

Uy, nl4+n n! n
(n+1)  (n+1)!

1 1

L+ L+

= lim I . .n = lim I + '1 = 400
n+1  (n+1)! n+1 (n+1)(n—1)!

podemos concluir que lim /u,, = +o0.

Alternativa: Como u, = n!l+n > n!, V¥n € N, e lim ¥/n! = +00, podemos concluir
que lim ¥/u, = +oco. Para provar que lim v/n! = 400 usa-se 0 mesmo teorema da
resolucio anterior:

(n+1)!

; =lim(n+ 1) = +oo = lim V/n! = +oc.
n!

lim

3. Considere a funcdo real de variavel real definida por

1
—9)2 L —
(z —2)"sen <a:2—4a:—|—4
log(z? — z — 2) — log(2? — 2x), se x > 2.

o) = ) o<

(a) [1.5 val.] Determine o dominio de f.
(b) [2.0 val] Estude a continuidade de f no seu dominio.

(c) [1.5 val] Averiglie se é possivel prolongar f por continuidade a = 2. Justifique.



Resposta: (a)

D={zeR:2? 42 +4#0 AN z<2}U{zeR:22-2-2>0 A 2222 >0 A x> 2}
={zeR:z#2 N z<2jU{zeR: (z-2)(x+1)>0 A z(x—2)>0 A = >2}
={reR:z<2}U{zeR:(z>2V ae<-1) A (z<0 Vz>2) A z>2}

={reR:z<2}U{zeR:z>2} =R\ {2}.

(b) Seja x < 2. Sejam fi(x) = (z — 2)?, fo(z) = .
| —00,2[ temos f(x) = fi(x) x (fs o f2)(x). A fungdo fa é uma fungdo racional cujo
denominador n3o se anula se x < 2, sendo, portanto, continua nesse conjunto. A funcdo
f3 é continua em R o que implica que f3o0 fo é continua se x < 2. Como f7 é continua
em R por ser uma funcdo polinomial e o produto de funcdes continuas é ainda uma
funcdo continua, podemos concluir que f é continua se x < 2.

2

1€ fa(x) = sen(x). Em

Seja z > 2. Sejam gi(z) = 22 — 2 — 2, go(z) = 2% — 22 e g3(x) = log(z). Em
12, +00] temos f(z) = (g3 ° g1)(x) — (93 © g2)(x). Neste conjunto g; é positiva e é
continua por ser uma funcdo polinomial. Como a fun¢3o logaritmica é continua em
R* e a composicio de funcdes continuas é continua, podemos afirmar que g3 o g1 é
continua se z > 2. De modo andlogo, go é positiva e é continua por ser uma funcao
polinomial. Como a func3o logaritmica é continua em R™ e a composicio de funcdes
continuas é continua, podemos afirmar que g3 o g2 é continua se z > 2. Concluimos
que f é continua por ser a diferenca de fun¢des continuas.

(c) Uma fungdo f é prolongdvel por continuidade a um ponto a se, e s6 se, existir lim f(z).
r—ra

Vejamos se existe lim f(z):
T2

lim f(z) = lim (log(z2 — 1z —2) —log(a” — 21:)) — lim log <M>

r—21 z—21 z—2+ x2 — 2

. (x —2)(x +1) ) x+1 3
— dim log (TN _ fimtog (2 ) —10g (2
R 0g< x(z —2) oot B\ T %\2)°

lim f(z) = lim (z —2)?sen (1) =0

2~ T—2~ 22— 4z +4

porque a funcdo seno é limitada na vizinhanga de 2.
Como os limites laterais sdo diferentes, ndo existe 1in% f(z), portanto, f ndo pode ser
T—

prolongavel por continuidade a = = 2.





