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O Teste compde-se de 5 questdes de escolha miltipla e 4 de resposta aberta. Em cada uma das questdes de
escolha multipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracdo: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (n&o se desconta caso ndo haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.
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1. Seja f : R — R uma funcio tal que f (—2> =—1, lim f(z) = lim f(zr) = 4o0 e cuja

T——00 Tr—r+00
derivada é definida por

(z) = 2§+1, sex <0
z2+1, sex>0.

O contradominio de f é:

@ |-go+| © |13
®)] [~1,+o0]. (d) R

2. Seja H : R — R uma fung¢3o diferencidvel tal que H(n) = (—1)", ¥Vn € N. Qual das seguintes

. . . 1
afirmagdes é correcta para a equagdo H(z) = 5?

(a)  Nao tem solugdes.
(b)  Tem duas solugdes.
(<)

C Tem mais de duas solu¢bes, mas em ndmero finito.

Tem infinitas solug¢des.

3. Seja f: R = R, f € CYR) tal que f'(x) >0, Vo € R. Seja g : R — R a fungdo definida por
g(z) = f(xze®). Qual das seguintes afirmac&es é verdadeira?

(a) g é crescente em R. ()| g(—1) é minimo local de g.

(b)  g(—1) é maximo local de g. (d) 2 =0 ¢é ponto de estacionaridade de g.




4. Seja f :]0,4+00] — R uma fungdo tal que 1ir% f(x) =0 e, para cada z > 0,
T—>

Je € ]0,z[ : f(x) = x+3:v2x3<( 1 )

2 6 c+1)3  (c+1)2
3
f(x)+x—§x2+£
Qual o valor de lim 32 3 7
z—0 X
1 1 4 1 1
a _ . -
(@) 2 (c) 6((c+1)3+(c+1)2>+3'
(b) 3. (d) 1.

5. Seja f : [0,1] — R uma fungdo continua em [0, 1] e diferencidvel em ]0,1[. Qual das seguintes
afirmacoes é necessariamente verdadeira?

(c) 3Fee]0,1[: f'(c) =
(1) = £(0). (d)  Fee]0,1]: f(c) = f(1) = f(0).

(a) 306]0 1[ fle) =

1
5
(b)| Feel01[: f(c) = f

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

1. [3.0 val] Determine constantes reais a, b e c tais que

. e®log(x+1) — (az® +bx+¢c) 3
lim 5 = —.
z—0 X 2

Resposta: Sejam f(z) = e¢“log(z + 1) — (az? + bz + ¢) e g(x) = z%. Aplicando a algebra dos

limites a )
] 1) —
lim f(z) i © og(z + 1) — (az® + bx + ¢)

z—0 g (.ZL‘) z—0 $2

- . .. 0
verificamos que se ¢ = 0 obtemos uma indeterminacao 0 e que se ¢ # 0 obtemos oo para
resultado do limite. Como pretendemos obter um limite finito temos de admitir que ¢ = 0.

As fun¢des f e g sdo diferencidveis em I =] —1,1[, a primeira por ser a soma de uma fun¢do
polinomial com o produto da fungdo exponencial pela composi¢cdo da fun¢do logaritmica com
uma funcdo polinomial, e a segunda por ser polinomial. Temos

xT

/ oz € _
f(x)=¢e IOg(m+1)+z+1 (2az +b)
e, além disso, ¢'(z) = 2x # 0, Vo € I\ {0}. Se existir
f'(=)

im
20 g'(x)
estamos nas condicdes da Regra de Cauchy para calcular o limite pretendido.

Mas ao calcular

xT




o . .. 0
verificamos que se b = 1 obtemos novamente uma indeterminagdo 5 e que se b # 1 obtemos

oo para resultado do limite. Como pretendemos obter um limite finito temos de admitir que
b=1.

As funcdes [’ e ¢’ sdo diferencidveis em I, tendo-se

e’ re®

1 — wl 1 _2
(@) = e log(e+ 1) + - + (o — 2

e g’(x) =2+#0, Vo € I\ {0}. Se existir
lim (@)

x—0 g” ($)

estamos nas condi¢des da Regra de Cauchy para calcular o limite pretendido. Como

e’log(x + 1)+ ¢ + e 2a
@) s s+l (@t1)? 12
im = = lim =
z—0 g (m) z—0 2 2
.. .3 1—2a 3 . ,
Como queremos que o valor deste limite seja 3 basta fazer 5 5 isto é, a = —1.

2. Considere a fungdo f : R — R definida por f(z) = log(z? + 1).

(a) [1.5 val] Escreva a Férmula de Taylor de f com resto de Lagrange de ordem 2 em torno do
ponto a = 1.

(b) [2.0 val] Utilizando a alinea anterior prove que
f(z) <z +log(2)—1, Vo > 1.

Resposta: (a) A fungdo f é de classe C™° no seu dominio D = R. Pelo Teorema de Taylor,
existe ¢, entre x e 1, tal que

/ " (x_l)Q
fl@) = fA)+ fFQ) (@ = 1)+ fe) =5

Calculemos as duas primeiras derivadas de f:

r 2x

fl(z) = (10g(~"32 + 1)) T2a1

gon 2\ 20%41)—42®  2(1—2a?)
i) = (x2+1) (22412 (224 1)
/ " 2(1_62)
Em x =1 obtemos f(1) =log(2) e f/(1)=1eemx=c¢, f'(c) = @

A férmula de Taylor de f é

f(x) = 10g(2) + ($ - 1) T 2(1 — 02) ' (I . 1)2

=log(2)+ (@~ 1)+ 753"

coml<e<axVz<c<l.



(b) Pela alinea anterior temos que se = > 1 entdo existe ¢ € |1, z[ tal que

1—c? 9
—c? —c?
Mas se ¢ € |1, z[ entdo @r1e < 0, o que implica que @re (x —1)2 <0.
Entdo
1—c?

f(z)=1log(2) + (x — 1)+ 5 (x —1)? <log(2) + (z — 1) = = + log(2) — 1.

(2+1)
3. Considere a funcdo real de variavel real definida por

lz+2e/*, sexz<0

2 —cos(z)e”, sex >0,
a

b

C

) [0.5 val.] Determine o dominio de f.

) [1.5 val.] Caracterize a fun¢do derivada de f.

) [2.0 val.] Estude a monotonia e extremos de f.
)

d) [2.5 val] Usando o Teorema de Taylor determine os pontos de inflexdo de f em Rar.

(
(
(
(

Resposta: (a) D={rc€R:2#0 A 2<0}U{z€R:2>0} =R UR] =R.
(b) Comecemos por reescrever a fungdo:

(z+2)e/"  sex4+2>0ex<0

fl@) = {—(z+2)e'* sex+2<0ex<0

2 —cos(z)e”, sex>0.

(.Q?+2)€1/$, se —2<x<0

= {—(z+2)e/" sex<—2

2 —cos(x)e”, sex>0.
Seja z € R\ {—2,0}.

/
((1:+2)el/a’> , se —2<x<0

/
flla) = —(@+2nﬂﬂ, ser+2<0ex <0
((2- cos(z)e”)’, sex > 0.
1
el/z—(:c+2)-—261/z, se —2<x<0
x

— 1
- —<61/z—(1‘+2)'261/x>, sex < —2
T

sen(x)e” — cos(x)e”, se x > 0.



1 2
<1——2>el/$, se —2<z<0
r T
= 1 2
—(1——2>61/x, sex < —2
r
(sen(z) — cos(z))e”,  se x> 0.
2
—x—2
z ;U e/, se 2<x<0
x

2
= ¢ —x—2
P

3 sex < —2

X

(sen(z) — cos(z))e”, se x > 0.

Vejamos se f é continua em z = 0:

z—0t z—0t

lim f(x) = lim ( — cos(z ):
0.

lim f(x) = hm |z + 2| !/ =

rz—0~

Como os limites laterais sdo diferentes, f ndo tem limite em x = 0 e, portanto, ndo é
continua. Podemos assim concluir que n3o existe f/(0).

Vejamos se f é continua em x = —2:

lim f(z) = lim (z+2)e'/" =0;

r——271 r——271

lim f(z) = lim —(z+2)e'/" =0.

r——2" r——2~

Como os limites laterais sdo iguais a f(—2) a fungdo é continua em z = —2. N&o é
diferencidvel nesse ponto porque

@) _at w2 1/ ~1/2
fa(=2) = lim f(z) = lim ——F—e/"=c"/%
2
—z—2
1oy @ ") = lim -2 —F Vo _ _,—1/2
fo(=2) = lim_fi(z) = lim_ 3¢ e
As igualdades (1) e (2) verificam-se porque f é continua em x = —2 e os limites

apresentados existem. Este resultado é uma aplicacdo da Regra de Cauchy.
Verifica-se que
fllz)=0& (22 =z —2=0Az < 0)V (sen(x) — cos(x) =0 Az > 0),

isto é, -
f’(x)zO@a::—1Vx:Z+k7r, k € No.

Estudemos o sinal da primeira derivada para determinarmos a monotonia da funcio e
eventuais extremos.

A fungdo sen(x) —cos(z) é periddica de periodo 27 e e* > 0, Vo € R, o que nos permite
fazer o estudo num intervalo de amplitude 27, no caso em que x > 0.



—2 ~1 0 z 5r o

Fa | = [/ + o | =1/ -]0]+]|0]-]=€T

f@) [N 0 | A le NG 1N S N\
A funcdo é decrescente nos intervalos | — oo, —2[, | — 1,0], _ 2k, % +2km| e
:|5Z—+2k71',2ﬂ'+2k71'|:, k € Np.
A funcg3o é crescente nos intervalos | — 2, —1[ e % + 2k, % + 2km [ k € Np.
Existem minimos locaisem z = -2 eem 2 = % + 2km, k € Ny, isto é, f(=2)=0¢e
f (% + 2k7r) =2 — e%”kﬂ, k € Ny, sdo minimos locais de f.
Emaz=—-leemz = % + 2km, k € Ny, f tem maximos locais, isto é, f(—1) =5 e

5
f (I + 2l<:7r> sao maximos locais de f.

Como f é decrescente nos intervalos | — 1,0[ e |0, 7|, tendo em atengdo que

lim f(z)=1= f(0) e lim f(z)=0,

z—07F z—0~
podemos concluir que f tem um maximo relativo em x = 0.

(d) Se z > 0 temos

f"(z) = (sen(z) — cos(z))e” + (cos(z) + sen(z))e” = 2¢” sen(x),

portanto,
f"(z) =0 sen(zr) =0« x =km, keN.
Como
f"(z) = 2(sen(z) + cos(z))e”
temos

f" (km) = 2(sen(km) + cos(lwr))ek7r = 2eM cos(km) = 2(—1)keF™ £ 0.

Como a primeira derivada que n3o se anula em = = knw é de ordem impar pode-
mos afirmar, pelo Teorema de Taylor, que o grifico de f tem pontos de inflexdo em
(km, f(km)) = (km,2 — (=1)keF™), k € N.

4. 2.0 val] Seja f : R — R uma fun¢do duas vezes diferencidvel, com f'(0) = 0 e f"(z) > 0,
Vz € R. Considere a fun¢do g : R — R definida por g(z) = f(cos(z)). Determine e classifique
os extremos relativos da fun¢ao g.

Resposta: Se f é duas vezes diferencidvel em R e a fungcdo coseno é de classe C'™° em R, entdo
g é duas vezes diferencidvel em R. Se existirem extremos de g serdo necessariamente zeros
de ¢’. Pelo teorema da derivacio da funcio composta temos

g (x) = (cos(x))/ - f'(cos(z)) = —sen(z) - f'(cos(z)),

portanto,
g (z) =0 < sen(z) =0V f'(cos(z)) = 0.

6



Mas se f”(z) > 0, Vz € R, entdo f’ é estritamente crescente o que implica que é injectiva.
Ent3o, se f/(0) = 0 podemos afirmar que

f'(cos(z)) =0 < cos(z) = 0.
Em consequéncia temos
d () :O@x:lmv:r:g—i—kw, ke Z.

Como

g"(xz) = (—sen(x) f’(cos(w))), = —cos(z) - f'(cos(x)) — sen(z) - ( —sen(z)) - f”(cos(x))
—cos(z) - f'(cos(z)) + sen?(z) - f(cos(z))

temos

g" (g + kﬂ) = 1"(0)

g"(km) = —cos(km) - f'(cos(km)) = —(=1)F - f'((—1)¥)

_ Jf(=1), sek impar
1 =f'(1), sek par.

Como f”(0) > 0 podemos concluir, pelo Teorema de Taylor, que em z = 5 +km, k€ Z, g
tem minimos relativos. Visto que f’ é estritamente crescente e f'(0) = 0 podemos afirmar
que f'(x) > 0sex > 0e f'(x) < 0sex <0, portanto, f'(—1) < 0 e —f'(1) < 0.
Novamente pelo Teorema de Taylor concluimos que em x = km, k € 7Z, a fungdo g tem
maximos relativos.





