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O Teste compde-se de 5 questdes de escolha miltipla e 5 de resposta aberta. Em cada uma das questdes de
escolha miltipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracdo: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (n3o se desconta caso n3o haja resposta). A cotac3o total do teste é de 20 valores.

Sei 2¢e” Ents loa(V3) ¢ ioual
1. Seja f(x) = oo ntao/0 f(x)dx é igual a:
s s s T
(a) 12 (b) 5 (c) 5 (d) 12

1 1 . . : 1
2. A primitiva F'(z) de f(z) = —5sen () definida no intervalo ]0, +o00[, que satisfaz F' <> =1,
T T T

verifica também:

(a)]  lm F()=3. @ F(2)=0
(b) F<+72r>=1- (d) }LHEF?:U)_

3. Seja g uma fungdo polinomial de grau menor ou igual a 3. A fung3o racional

_ 9(@)
J(@) = (22 — 22 4+ 4)(2? — 2z + 1)

tem a seguinte decomposicdo em fraccdes simples, onde A, B, C' e D s3o constantes reais:

(a) A n B n Cz A n B " Cx+ D
(x—1)2 x—-1 22-2x+4 (x—1)2 2—-1 22—-2x+4
Az + B Cx+ D A B C

(b) (w—1)2+a:2—2a:+4' (d) (x—1)2+a:—1+x2—2x+4'




4. Na figura abaixo estdo representados os graficos das funcbes f, —f e 2f definidas no intervalo
[a, c] e com um zero no ponto x = b.

Y

A drea sombreada é dada pelo integral

(a) /abf(ac)d$—/bc2f(x)d1:. (©) /abe(m)daz—/bcf(m)dm.
(b) /baf(x)da:+/chf(:v)d:v. (d) /ban(x)dx—l—/bcf(:c)d:c.

5. Seja f uma fungdo continua em [0,2] e G(z) = / f(t)dt, com a € [0,2]. Considere as seguintes

afirmacdes:

2 b
|, Existe b € [0,2] tal que / Gt)dt =2 / (1) dt:
0 a

[l. G é continua em [0, 2], mas pode ndo ser integravel em [0, 2];

[ll. G é integravel em [0, 2] uma vez que é continua neste intervalo;
2
IV. Existe b € [0,2] tal que 2 / F(#)dt = G(b).
0
A lista completa das afirmacdes correctas é:

(a) L. (c) IlelV.
(b)| el d) llelv.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

1. [2,5 val] Calcule o valor do seguinte integral:

/62_1 log(x + 1) dx
0 (.’13 + 1)2 )



log(z + 1) . 1

Resposta: Seja h(x) = 1 . Consideremos f(z) = CENIE e g(z) =log(z +1). Uma
- ) B 1 N
primitiva de f é F'(z) = 1Y (z) = oy portanto,
21 e?—1 2_1
“ " log(x+1) 1 /6 1
——-dr = |— 1 1 —d
[ e = |y e + )]0 Tl TraeE™

_log(e?) | [

1
e2 1+=2
__2
o e2

/”/3 3sen(x) + 2
_x/2 (cos(z) 4+ 2) (1 — sen(z))

]

2. Considere o integral

dz.

(a) [2.0 val] Utilize uma substituicdo conveniente para mostrar que

dt.

/”/3 3sen(z) + 2 . /ﬁ/?’ 42 412t + 4
—x/2 (cos(z) +2) (1 — sen(z)) 1 (B2+3)(t—1)2

(b) [2.5 val] Calcule o valor do integral.

Resposta: (a) A substituicdo indicada é tg (g) =t = !(x) o que implica que

ot () =)=t e e () = (f) =

2
Além disso, x = ¢(t) = 2arctg(t) e ¢'(t) = TIe Utilizando as férmulas trigo-
Stricas obtemos cos(z) = -1 ¢ sen(z) = —2
nométricas obtemos cos(z) = e sen(z) = .
142 1+t
3 2t 2
/3 3sen(z) + 2 dp — V3/3 '1+t2+ 2
T = 5 . 5 dt
=2 (cos(z) + 2) (1 — sen(z)) 1 1—t 2t 1+t
LI ) [ ——
1+1t2 1+12
6t + 2 4 2t2
_ Vs 1+ 12 2
- 2 2 2 ' 5 dt
L1221 2422 14422t 1+¢
1+12 1+12
2t + 6t + 2
V3B T e 2 V33 9(262 4 6t + 2)
- 2 (12 : 5 dt = 573 dt
1 B4tH(tE—-2t+1) 1+t 1 B+t —-2t+1)
(1+41t2)2

dt.

/ﬁ/i” A2 £ 12t + 4
1 B+)(t-1)2



(b) O polinémio (3 +t2)(t — 1)? tem uma raiz real com multiplicidade 2 e um par de raizes
complexas com multiplicidade 1. Entao

A2 4+12t4+4 A L B _Ct+D
B+e2)t—-12 (t—-12 t—-1 243
At +3)+ Bt —1)(#2 +3) + (Ct + D)(t — 1)?
(t—1)2(t2 + 3)
(B+CO)#3+(A-B—-2C+D)t?+ (3B+C —2D)t+3A—3B+ D
(t—1)2(t2+3) '

Pelo método dos coeficientes indeterminados temos

A=5
B+C =0 B:§
A—B—-2C+D =14 2
& 5
3B+C—-2D =12 =2
34-3B+D =4 2
D:_ia
( 2
portanto,
A2 +12t+4 5 LLo5 Lost4T
B+t)(t—-12 (t—-12 2 t—1 2 243
(S]
/”/3 3sen(z) + 2 :C_/ﬁ/i* 41244
_x/2 (cos(z) 4+ 2) (1 — sen(z)) ) B4t —1)2
_/\/5/35dt+1/\/§/35 _1/\/3/3 5t+7dt
) (-1 2/, t—1 2/, t2+3
V3/3 Vv3/3 1 V3/3 t 1 V3/3
Y +§[log]t—1|] —/ ot dt—/ T g
t—1] 4 2 -1 2 t2+3 2/, t243
1
_ V3/3 V3/3 NG
_ b —§+§log 3-V3 —§[log(t2+3)} T V3 5 dt
3-v3 2 2 6 4 -1 23/ t)
14+ (—
V3
_ B 5 5 (B3 Loy, <5)_7[m (t>]“§/3
3.3 S 1%\6) a3 [ME\B) )L,
S —§—|—§lo 3-V3 —§lo <5>—7 arct (1>—arct <_1>)
5_v3 2 2% 6 1%\ 6) 3\ M85 S\ V3
15 5 5 3—3 5 5 7 1 m
= -+ —Zlog (=) - —=(arctg (=) +=).
33 2+2°g( 6 ) 4°g<6) 2¢§<mg<3)+6>

3. [2.0 val.] Determine a drea do dominio plano limitado pelos graficos das fungdes

fx)=4—2 e g(z) =2 —2* — 4o + 4.



Resposta: Comecemos por determinar os pontos de interseccdo dos graficos das fungbes. As
abcissas desses pontos sdo obtidas resolvendo a equagdo f(z) = g(z):

d—? = - —do+d4e P —dr=0sz(0’-4)=02=0Vr=2Vr=-2

Como g(—1) =6, f(—1) =3, g(1) = 0 e f(1) = 3 podemos afirmar que g(z) > f(x),
Vo € [-2,0], e g(x) < f(x), Vz € [0,2]. A drea pedida é dada por

0 2
[ 0@ = s@) de+ [ (50) - gla)) do
0

—2

0 2
—/ (xg—m2—4x+4—(4—x2))da:+/ (4—2*— (2° —2® — 4z +4)) do
0

-2
0 2
:/ (333—433)da:+/ (—:E3+4:E)d:1c
-2 0
4 0 4 2
_ [:U _ 2;52} + {—x + 23:2] = 8.
4 -2 4 0

4. Considere a funcdo F', real de variavel real, definida por

B x3—8 log(tz)
F(x) = /1 Vil dt.

(a) [2.0 val.] Determine o dominio de F'. Justifique a sua resposta.

(b) [2.0 val] Calcule a derivada de F'. Justifique a sua resposta.

Resposta: (a) A funcdo F é a composicio de h(z) = 23 — 8 com G(y) = /

Y log(t?)
1 Vt+1

é, podemos escrever F'(xz) = G(h(z)). Designemos por A o dominio de h e por B o
dominio de G. O dominio, D, de F' é

dt, isto

D={xeR:xze€ ANh(z) € B}.

Temos A = R. Para determinar B comecamos por calcular o dominio, C, da funcdo
. log(?)
integranda g(x) = :
g 9(x) NS

C={zeR:22>0Az+1>0}={zcR:2#0Az>—-1} =] —1,0[ U0, +oc].

Para que o intervalo de extremos 1 e y esteja contido em C' é necessdrio e suficiente
que y > 0. Podemos concluir que B = R*. Entdo

D={zecR:h(z)eR"}={zcR:2% -8 >0} =12, 40|,

A funcdo g é continua em C, portanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo Integral
G é diferencidvel em RT e

(0] 1'2
G (2) = gla) = lﬁ%

Como h é diferencidvel em R podemos afirmar, pelo teorema da derivacdo da funcdo
composta, que F é diferencidvel em ]2, +00] e

_log ((«° —8)?) 32 = log ((z* — 8)?) .
VP -8+ 1 B 3 -7

5

F'(z) = G'(h(x))-H(x) 322, Vr €12, +ol.



5. [2.0 val.] Calcule o valor do seguinte integral impréprio:

1

I (G

Resposta: A fungdo integranda tem dominio R\ {0} e é continua nesse conjunto, portanto, é

arctg(z)

L
2

(1)) e

continua no intervalo de integracdo. Por esse motivo o integral é impréprio de primeira
espécie. Por definicdo
/+°<> 1 1 AN
— —sen x
1 (22 + 1) arctg(x) a2 x
: ! 1 1 1
= lim — —sen | — dx
to+oo fi \ (22 4+ 1) arctg(z) 22 x
1
= 1l 1 — -
,m [og(arctg cos (x)}
— i ¢ L)~ log(arctg(1) + cos (1)
= lim (arctg(t cos | 5 og(arctg( cos

(e
)

log (g —1—1log ( ) + cos(1) =log(2) — 1 4 cos(1).

Expressao Substituicdo
f(x):R(:v%,xg,...,xg) x=t' p=mmcin,q,...,s}
m P r
— +b) ™ +b) 9 4b) s ar+b
o = (o (220) " (288) "o (2220)) e

73}

p=mm.c.{n,q,...

a? — x? x = asen(t) ou z = a cos(t)
x? —a? x = asec(t) ou x = a cosec(t)
/(@) = R(sen(), cos(z)) ta(3) =1
f(ﬂ?) = R(€$) eT = ¢
§(@) = - Rllog(e) log() = ¢






