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O Teste compde-se de 5 questdes de escolha muiiltipla e 3 de resposta aberta. Em cada uma das questdes de
escolha miiltipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracdo: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (ndo se desconta caso ndo haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.

Seja A o conjunto dos termos da sucessdo (uy)nen definida por:

1
1+ —, se n € par
o n
Up = 9
3——, se n é impar
n

Considere o conjunto B = (]O, 2[\{1}) U A.

1. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

O conjunto dos minorantes de B é

(a)
O conjunto dos minorantes de B é

|-

] -
(c) O conjunto dos majorantes de B é |3, +oc[ e sup(B) ndo existe.
(d) 3

00, —1] e min(B) = —1.
00, —1] e B n3o tem minimo.
O conjunto dos majorantes de B é

, +00o[ e max(B) = 3.

2. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(a)| int(B)=]0,2[ e B n3o é aberto nem fechado.
(b) int(B) =]0,2[ e B é aberto.

(c) int(B)=]0,1[U]1,2[ e B n&o é fechado.

(d) int(B)=10,1[U]1,2][ e B é aberto.

3. O conjunto S dos pontos isolados e o derivado de B sdo
(a) S=AeB =]0,2].

(b) S=AeB =][0,2]U{-1,3}.

(c) S=A\{1}eB =]0,2].

(d)| S=A\{1}e B =10,2]u{-1,3}.

C




4. Seja D o dominio da func3o real de varidvel real, f, definida por

2 — log(24 — |2? — 25|)
/@) (arctg(2z) + T) (e*® — e37)’

Qual a fronteira de D?

{ 7 171a3 7} (C) {_77_1,1,3,7,—%}-

(b) {-7,-1,0,1,7,-1}. (d) {-7,-1,0,1,3,7}.

5. Sejam D C R um subconjunto limitado e (z,,) uma sucessdo monétona de elementos de D. Qual
das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(a) A sucessdo (z,) ndo tem subsucessdes (c) A sucessio (z,) ndo é limitada, mas
mondtonas. tem subsucessoes limitadas.

(b) O limite de (z,) pertence a D. (d)| A sucessdo () é convergente.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

1. Calcule, se existir, o valor dos seguintes limites:

6 n3+3
(a) [25val] lim (n 5 2> ;

n—-+oo n

2n+3

(b) 25val] lim Z

n——+oo

3 arctg
V9n? + 2

Resposta: (a) Designando por a, o termo geral da sucessdo podemos escrever

3

6 2 n3+3 9 n°+3 2 n 2 3
n n n mn
n® 1/n3 3
2 2

Como limn® = +o0o, sabemos que

portanto,
lima, = (6_2)0 =1.

(b) O termo geral a,, da sucessdo estd definido como a soma de k = 4 a k = 2n+ 3
de 3arctg(n) 3arctg(n)

Von2 + 2k Von2 +8

A maior parcela é (que corresponde a k = 4) e a menor



3arct .
Lg(n) (correspondente a k = 2n + 3), como estd demonstrado a seguir.
VIn? +4n + 6

Temos, paratodoone4d <k <2n+ 3:

VOnZ +8 < /2 4+ 2k < /2 +4n +6

1 3arctg(n) 1
= < <
VonZ+4n+6 ~ Von? +2k ~ V9n? +8
3arctg(n) - 1 - 3arctg(n)
VOnZ +4dn+6 ~ Vo2 +2k ~ Vo2 +8

Como (ay,) estd definida como uma soma de 2n + 3 — 4 + 1 = 2n parcelas obtemos,

3arctg(n Barctg(n) 3arctg(n)
n: ————_ n-—e——-—=, YneN
\/9n2+4n+ Z V9 n2+2 VI9n? +8
plany 3arctg(n n
& 6arctg(n) —— < 6arct ———, Vnel
d )\/9n2—|—4n+ Zm 5(n) 9In? + 8

n C oy . ~
—————— . Dividindo o numerador e o denominador da fraccdo que
_ VIn? +4n + 6
define a sucessao por n temos:

Seja b, =

. . . . 1 1
lim b,, = lim = lim e
In? 4 4n + 6 2+ 4n + 6 4 6 3
— T 94— + —
n n2 n  n?
Sejacn:L.
In? +8

lime, = lim ———

1 1
\/9n2 9n2—|—8 s
9+ﬁ

Como lim 6 arctg(n) = 6-% = 37 temos lim 6 arctg(n)-b, = 7 e lim 6 arctg(n)-c, = 7.

Finalmente, como os dois limites sdo iguais, o Teorema das Sucessdes Enquadradas
permite-nos concluir que

lima, = .

2. Considere a sucessao definida por:

a) = 1
nt1 =an+n+1, Vn>1
(a) [3.0 val.] Prove, usando o Principio de Indu¢do Matemdtica, que

n2+n
2 )

anp = Vn € N.

(b) [2.0 val] Utilizando a alinea anterior, calcule o seguinte limite:

lim a,.
n—-+o0o



2
141
r —i—n. Senzlobtemoslz%queéuma

Resposta: (a) Seja p(n) a proposi¢do a, =
proposicdo verdadeira.

2
Hipdtese de Inducdo: a, = n ;—n

m+1)2+n+1
5 .
Demonstracdo: Pela definicdo da sucessdo temos

Tese de Inducdo: apy1 =

Ant1 = ap +n + 1.
Aplicando a hipétese de indugao obtemos

n2—i—n

Gn+1 = ap +n+1= +n+1
n+n+2n+2 n*+2n+1+n+1
2 2
n+1)24+n+1
2

Pelo Principio de Indu¢do concluimos que

n2+n

5 Vn € N.

Ay —

(b) Como a, >0,VneN, e

1)2 1
lim 2L — Jim 2 NG s
Ay, n°—+n n<—+n
2
2
2
:hmn + 3n+ 1

n?+n
podemos concluir que lim /a,, = 1.
3. Considere a funcdo real de varidvel real definida por

2
flx) =42 sex =0

5
7r+10g<:):2—:r—|—1>, sex <0

1 x?
2arctg| — | + —, se x > 0.
T 2

(a) [1.5 val.] Determine o dominio de f.
(b) [2.0 val] Estude a continuidade de f no seu dominio.

(c) [1.5 val] Averiglie se x = 0 é uma descontinuidade removivel de f. Justifique.
Resposta: (a)
D={zeR:2?-3241>0 A 2<0}U{z€R:z#0 A z>0}U{0}

={zeR:(z<ive>2 Ar<0lu{zeR:z>0}U{0} =R



(b)

Seja < 0. Sejam fi(z) = 22 — 2z + 1 e fo(z) = log(z). Em | — 00,0[ temos
f(z) =7+ (feo f1)(z). Neste conjunto f; é positiva e é continua por ser uma fungdo
polinomial. A funcio fy é continua em RT o que implica que fo o fi é continua se
x < 0. Podemos concluir que f é continua se x < 0 por ser a soma de uma fungdo
continua com uma func¢do constante.

1 2
Seja z > 0. Sejam gi1(z) = —, g2(z) = % e g3(z) = arctg(zr). Em |0, +oo[ temos
x

f(z) =2(g3091)(x) + g2(x). Neste conjunto g; é continua por ser uma fung3o racional
cujo denominador ndo se anula. Como a fung¢do arco-tangente é continua em R e a
composicdo de fungdes continuas é continua, podemos afirmar que 2(g3 0 g1) € continua
se x > 0. A funcdo g é continua por ser uma funcdo polinomial. Concluimos que f é
continua por ser a soma de funcdes continuas.

Estudemos a continuidade em x = 0.
lim f(x) = lim (2arctg( L) + 5
11m xr) = 11m arc — —_— = T
z—0+ z—0t & x 2

lim f(z) = lim <7T+log <x2—gx+1>> =.

z—0~ rz—0~

Como f(0) =2, f ndo tem limite em = = 0 e, portanto, ndo é continua neste ponto.

Uma funcdo f tem uma descontinuidade removivel num ponto a se existir uma fungdo
g continua em a e que difere de f apenas nesse ponto. Seja g a func3do real de varidvel
real definida por

5
7r+10g<x223:+1>, sex <0

1 2
2arctg<> + x—, se x > 0.
T 2

Como vimos na alinea anterior

lim g(z) = lim f(x)=m;

z—0t z—0t

lim g(z) = lim f(z)=mn

z—0~ z—0~

e g(0) = m, portanto, g é continua em x = 0 e difere de f apenas neste ponto. Podemos
concluir que x = 0 é uma descontinuidade removivel de f.





