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Repeticdao do 3° Teste — 27 de Junho de 2017

O Teste compde-se de 5 questdes de escolha mdltipla e 5 de resposta aberta. Em cada uma das quest8es de
escolha multipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracao: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (n3o se desconta caso ndo haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.

1 v2/2
1. Seja f(x) = . Entéo/ f(x)dx é igual a:
(@) V1 — 22 (arccos(z) s 1/2 (@)

2. Seja f(x) a solugdo do problema

f'(z) = zsen(x?), comz cRe f ( ;T) = 1.

O valor de f(x) no ponto z = —

I

@) -2 by —1. € 1 d) —4.

3. Considere a seguinte decomposicdo em fracgcdes simples

A B C Dx+ FE

+ + + ,
z (x+3)?2 x+3 (x—%)2+%

onde A, B, C, D e I s3o constantes reais. Seja g uma func¢do polinomial de grau menor ou igual
a 4. A funcdo racional a que pode corresponder a decomposicdo anterior é:

9(z) 9(x)
(23 4+ 622 4+ 9x) (22 — 2+ 1) (c) (23 + 622 + 9x) (22 + 2+ 1)

)
9(z) 9(z)
(b) (224 3z) (2?2 —xz+1) (@) (23 — 622 +9zx) (22 + 2z + 1)




4. O eixo das abcissas e o gréfico da funcdo f : [a,c] — R dividem o plano em duas regides, R; e
R, indicadas na figura.

R

X
R2
Seja A a drea da regido Ry e As a area da regido Ry. Entdo
c b
2/ () dﬂc—l—/ (@) dz
é igual a:
(a) 24; + A,. (b) 241 + 34,. 241 — As. (d) 241 + 2A,.

3x
6 .
5. Seja f(x) = / e~ tdt, comz > 0ek € R, tal que f/(1) = —. Considere as afirmacdes
k

. log(x) e3
seguintes:
/ 3 —1—k. / 3 —1—k.
L fl(@) = 5 —ka™ 7 M. f(x) = = +ka™'F,
, 3
I1. O valor de k é 0; IV. O valor de k é ——;.

&3
A lista completa das afirmagdes correctas é:

(a) llelv. (c) V.
(b)| lelV. (d) llelV.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

1. [2.0 val] Calcule o valor do seguinte integral:

/14 Vv log(z) dz.

Resposta: Seja h(z) = y/xlog(x). Consideremos f(x) = \/z e g(x) = log(x). Uma primitiva



/241 9

1
23/ e ¢/ (x) = ~, portanto,
x

4 2 4 g 1
| Vatosa) o - [3.@3/2 log(x)] [ ronle
1 1 1
2

2. Considere o integral

w/3 )
/ + sen(x) cos(x) .

/o sen?(z)(2 — sen?(z))

(a) [2.0 val] Utilize uma substituicdo conveniente para mostrar que

/”/3 2 + sen(x) cos(z) d /\/3 262 4t +2
T = —
x/4 sen®(z)(2 — sen?(z)) 1 (P +2)

(b) [2.5 val] Calcule o valor do integral.
Resposta: (a) A substituicdo indicada é tg (z) =t = ¢~ !(x) o que implica que

PGP -1 e () -u() -

Além disso, = = p(t) = arctg(t) e ¢'(t) = e Utilizando as férmulas trigo-
ométricas obtemos cos(z) ! e sen(z) !
nometri m COS(T) = Sen(r) = ——.
1+t V14t
2+ ! !
/”/3 2 + sen(z) cos(z) dx:/\/g Vit 1+t 1 gt
x4 sen®(z)(2 — sen?(z)) 1 ( t )2 < ¢ )2 1+t
- 9 —
V1+t? V142
- 202+t 42
_/ﬁ 142 1 dt_/ﬁ 1442 Lo
- 2 2 ' 2 2 2 2
. t t 1+1¢ . 2 2442 14t
1412 1+1¢2 1+182 1+1¢2
B /\/5 2% +t + 2
L B2+

(b) O polinémio t2(t* + 2) tem uma raiz real com multiplicidade 2 e um par de raizes



complexas com multiplicidade 1. Entao

22 +t+2 A B  Ct+D
2(2+12) 12 T
_A(? +2) + Bt(t?* + 2) + (Ct + D)¢?
t2(t2 4 2)
 (B+ O+ (A+ D)t? + 2Bt + 24
N (2 + 2) '

Pelo método dos coeficientes indeterminados temos

A=1
B+C =0 Bl
A+D =2 N 9
2B =1 o1
24 =2 2
D =1,
portanto,

1
w2 +t+2 1 1 1 —ttl
TN e R A I
t22+t2) 2 2 t 242

dt

/”/3 2 + sen(x) cos(x) dr — /\/§ 207+t +2
oa sen?(z)(2 —sen2(z)) i (2 +2)

1
\/31 1 \/gl 1 V3i—t+1
NI PRy L
1t 1t 1

2 2 1242
V3 V3 V3
1 1 VER| t 1
= _— —1 _ =
{t]l +2[°g‘tq 2/1 t2+2dt+/1 2o
- 1
/3 -
o L L 2 2
\[+1+2log(\/§) 4[log(t +2)] +/1 1+<t)2dt
V2

= —\}g +1+ %log (\/3) — ilog (5) + ilog (3)+ \}5 [arctg <\;§>K/§
= —\}g + 14+ %log <\/§) + ilog <§> + \}5 (arctg (g) — arctg (\2))

1 1 9 1 V6 V2
= —% +1+ 1 log <5) + ﬁ (arctg <2> — arctg <2>> .

. [2.5 val.] Determine a drea do dominio plano limitado pelos graficos das funcoes
f(x) =sen(2x) e g(z) = cos(x)

i terval { T 7T:|
no intervalo |——, —|.
2°2



Resposta: Comecemos por determinar os pontos de interseccdo dos graficos das funcdes. As
abcissas desses pontos sdo obtidas resolvendo a equagdo f(z) = g(x):

sen(2x) = cos(z) < cos(x)(2sen(z) — 1) = 0 < cos(z) =0V sen(z) = %

@x:g+%WVx:%+2MVx:%§+%mkEZ

. s - . ) T
No intervalo 55 os graficos das funcdes intersectam-se nos pontos de abcissas ——,

2
% e g Como ¢(0) =1, f(0) =0, g (%) = ? e f (%) = 1 podemos afirmar que
g(z) > f(x), Vx € [—g, %] eg(x) < f(x), Vo € [%, g} A drea pedida é dada por
/6 /2
| @~ f@)des [ (@) - g(a) da
—7/2 /6
w/6 /2
= (cos(x) — sen(2z)) dz + / (sen(2z) — cos(z)) dx
—7/2 /6
w/6 w/2
= [sen(x) + Cos(zm)} + [—COS(M - sen(x)}
2 —7/2 w/6
( .
6 2 2 2 2 2 +Sml<€

—1+1+1+1+1+1—2
2 4 2 2 4 2

+

~ een (f) n ﬁ ~sen (_g) _cos(=m) cos(m) cen (71') L §>
:

4. Considere a fungdo F, real de variavel real, definida por

2xr—3 et
F = dt.
@) / og(©)

(a) 2.0 val.] Determine o dominio de F'. Justifique a sua resposta.

(b) [1,5 val] Calcule a derivada de F'. Justifique a sua resposta.

Yy t
Resposta: (a) A fungdo F' é a composi¢do de h(x) = 2z — 3 com G(y) = / IQTQ) dt, isto
2 108
é, podemos escrever F'(z) = G(h(z)). Designemos por A o dominio de h e por B o
dominio de G. O dominio, D, de F' é

D={zeR:2e ANh(z) € B}.

Temos A = R. Para determinar B comecamos por calcular o dominio, C, da funcdo
xX

integranda g(z) = Tog(z2)’

C={zeR:22>0ANlog(z?) #0} ={r eR:x#A0A2%2#1}

={zeR:x#0ANz#-1ANx#1} =R\ {-1,0,1}.

Para que o intervalo de extremos 2 e y esteja contido em C' é necessdrio e suficiente
que y > 1. Podemos concluir que B = |1, 4+o0[. Entdo

D={zxeR:h(z)c|l,+o0] } ={r eR:2x -3 > 1} =]2,+o0].



(b) A fungdo g é continua em C, portanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo Integral
G é diferencidvel em |1, 4+o00] e

el‘

G'(z) = g(x) = W-

Como h é diferencidvel em R podemos afirmar, pelo teorema da derivacdo da funcao
composta, que F' é diferencidvel em ]2, +00[ e

e?xf?) 2621:73

F(x)=G'(h b () = 2= , Vo e |2, :
) = G ) = g —2) *  log(ze ) B

5. [2.5 val.] Calcule o valor do seguinte integral impréprio:

0 e®
/ L
oo A /1 — €2x
Resposta: A func¢do integranda tem dominio D,
D={zcR:1-e*>0}={rcR:2<0}=]—00,0]
61‘
e é continua nesse conjunto. O intervalo de integracdo é ilimitado e lim = +00,

z—0— /1 — 2%
portanto, o integral é impréprio misto. Podemos escrever

0 et -1 e® 0 e
/‘mz/ m+/m.
—oo V 1-— 6293 -0 V 1-— QQI —1V 1— €2I

O integral dado é convergente, se e s6 se, os dois integrais do segundo membro da igualdade
forem convergentes. Por definicao

-1 T -1 T
/ % dr= lim / N
oo V1 — €27 t—=—oco J; /1 —e2®
o : zy| _ : -1y t
= tgr_noo [arcsen(e )]t = t_l}r_noo (arcsen(e™ ') — arcsen(e'))

= arcsen(e ') — arcsen(0) = arcsen(e™!)

€ /0 e’ J ’ /t e’ J
————dzr = lim ——dx
—1V1—e2 t—0~- J_1 V1 —e2®
t
= lim [arcsen(ex )] = lim (arcsen(e') — arcsen(e™!))
t—0- -1 =0

= arcsen(1) — arcsen(e”!) = g — arcsen(e 1),

portanto,

™

0 e®
/m:.
oo ,/1_e2w 2





