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32 Teste — 9 de Junho de 2017

O Teste compde-se de 5 questdes de escolha mdltipla e 5 de resposta aberta. Em cada uma das questSes de
escolha multipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracao: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questBes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (n3o se desconta caso ndo haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.

log(4)
1. Seja f(z) = e® (1 + €%). Entdo / f(z)dx é igual a:
log(2)
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2. Seja f(x) a solugdo do problema
36 a?

/ —_— — —_— — 3 — —
fi(z) = g com —oo < x < +oo e f(V/3) 2.

O valor de f(x) no ponto = —+/3 é
(a) 3. (b) 4. (o) -3 (d)| —4.
w/4 1 400 1 37
3. Sejam [} = / dr, Iy = / ————dx e I3 = / sen(z) dxz. Considere as
0

/4 t8(2) /2 arctg®(z)
seguintes afirmacoes:

I. I; é um integral impréprio de 22 espécie;
Il. Is é um integral impréprio de 12 espécie;
I1l. I3 é um integral impréprio misto;

IV. I3 é um integral de Riemann.

A lista completa das afirmacgdes correctas é:

(a) lelll. (c) lell
(b)| I, 1lelV. (d) llelV.




4. Considere a regido limitada pelo grafico da fun¢do f, o eixo das abcissas e as rectas x = a e
x = b, como representada na figura.

N

A drea desta regidao pode exprimir-se por

(a) /abf(x)dx. (©) /:f(x)dx—I—/cbf(:n)da:.

/:f(x)dw/bcf(x)dw- (d) /bcf(x)dx—i—/baf(ac)dx.

x t
5. Seja f : R — R uma funcio diferencidvel, positiva, tal que lo T)) = / ———dt e
ja f P que log (f(x)) O )

f(We—1)= g Ent3o:

(@) flz)= ilog(l +a?) + Z (©] fl@)=log(VI+a?)+1.
(b)  f(x) =2log(v1+ 22) + % (d)  f(z)= %log(l +2?) — 1.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

1. [25val] Calcule as primitivas da fungdo f(x) = 27 cos(z? + 1).
Resposta: Seja f(z) = x” cos(z? + 1). Consideremos h(x) = z3 cos(z* 4 1) e g(x) = z*. Uma
primitiva de h é H(x) = Zsen(:c4 +1) e ¢'(x) = 423, portanto,

4
1
P 2" cos(z +1) = Izsem(a;4 +1) — P 423 zsem(az4 +1)

4
1
= %sen(:f‘ +1)— 2 P 423 sen(zt 4 1)

4
1
= %SGD(CLA +1)+ 1 cos(z* + 1) +C, C €R.

2. Considere o integral
2

/e 2 + log(x) N
e x(log4(m) + 310g2(95)) '

2



(a) [2.0 val] Utilize uma substituicdo conveniente para mostrar que

2
¢ 2+1 2 t+2
/ 24 log(z) d:cz/ LA
e x(log*(z) + 3log*(z)) 1 (2 +3)

(b) [2.5 val] Calcule o valor do integral.

Resposta: (a) A substituicdo indicada é log (z) =t = ¢~ !(z) o que implica que
pi(e)=1e o7l (") =2

Além disso, = = p(t) = e’ e /() = et, portanto,

2
¢ 241 2 24¢
/ 4+0g($)2 dl':/él—’_z'etdt
e (log*(x) + 3log(z)) 1 el(tt + 3t?)

2 2
241 t+2
:/ 4+2dt:/ e
L 3t L 2(£2 4+ 3)
(b) O polinémio #2(¢> + 3) tem uma raiz real (z = 0) com multiplicidade 2 e um par de
raizes complexas (r = 4iv/3) com multiplicidade 1. Ent3o

t+2 A B Ct+D
2(t24+3) 2 T Eys
_A(t* + 3) + Bt(t? + 3) + (Ct + D)t?
t2(t2 + 3)
(B+O)t3+ (A+ D)t? + 3Bt + 3A
t2(t2 + 3) '

Pelo método dos coeficientes indeterminados temos

2
A=2Z
3
B+C =0 5l
A+D =0 o 3
3B =1 o |
34 =2 T3
po_2
\ 3
portanto,
t+2 2 1 11 1 142
t2(t24+3) 3 t2 3 t 3 t2+3
e

2

¢ 2+1 2 t42
/ 1 +logle) 2 da::/ %dt
e z(log*(z) + 3log*(z)) 1 t2(t?2+3)

2 (21 1 (21 1 [2¢t42
== Zdt+= | =dt—= | —=dt
3/1t2 +3/1t 3/1t2+3
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3
1
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3. [2.0 val.] Determine a drea do dominio plano limitado pelos graficos das funcoes
flx)=2®—2+1 e g(z) =22+ 1.
Resposta: Comecemos por determinar os pontos de interseccdo dos graficos das funcbes. As

abcissas desses pontos sdo obtidas resolvendo a equagdo f(z) = g(x):

P rl=n+led 2’ - 2r=0c2(*-2-2)=0r=0Ve=2Vr=—1
Como g(—3) = 0, f(—3) = g, 9(1) =
podemos afirmar que g(x) < f(x), Vx €
é dada por

3 e f(1) =1, e as fungdes sdo ambas continuas,
[—1,0], e g(x) > f(z), Yz € [0,2]. A drea pedida

/ (f(z) - g(x)) da + / (9(2) — f(2)) da

2

0
:/ (wg—x2+1—(2x+1))d:v+/ (22 41— (2° —2* + 1)) dx
0

0 2
:/ (:1:3—952—21:)dm+/ (2x—$3+$2)d1’
— 0

1
at 48 2°+ ) x4+x32 L S
= - - =+ = =—— = - =
. 173, 1 3 3

4. Considere a funcdo F', real de varidvel real, definida por

23 t
Flz) = / °_at.
0

t+2



(a) [2.0 val.] Determine o dominio de F'. Justifique a sua resposta.

(b) [2.0 val] Calcule a derivada de F'. Justifique a sua resposta.

ol
t+2
podemos escrever F'(x) = G(h(x)). Designemos por A o dominio de h e por B o
dominio de GG. O dominio, D, de I' é

y
Resposta: (a) A fungio F é a composi¢io de h(z) = 22° com G(y) = / dt, isto ¢,
0

D={zeR:xze ANh(z) € B}.

Temos A = R visto que h é uma funcdo polinomial. Para determinar B comegamos por
€$
r+2

calcular o dominio, C, da fungdo integranda g(x) =

C={zecR:z+2#0} =R\ {-2}.

Para que o intervalo de extremos 0 e y esteja contido em C' é necessario e suficiente
que y > —2. Podemos concluir que B = | — 2, +o0[. Entdo

D={zcR:h(z)€]-2,+oo[} ={zcR: 223> -2} =] -1, +0cc].

(b) A fungdo g é continua em C, portanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo Integral

G é diferencidvel em Rt e .
e

G/(w) = gla) = —.

Como h é diferencidvel em R podemos afirmar, pelo teorema da derivacdo da funcao
composta, que F' é diferencidvel em | — 1, 4o00[ e

€2z3 3:1;,2 62;B3
F'(z) = G'(h(x)) - W(x) = =

6= el .
531 0% = g el Lol

5. [2.0 val.] Calcule o valor do seguinte integral impréprio:

-3 1
dz.
. e

Resposta: A fungdo integranda tem dominio R\ {0} e é continua nesse conjunto, portanto, é
continua no intervalo de integragdo. Por esse motivo o integral é impréprio de primeira
espécie. Por definicdo

—V3 V3
/ ! d li ! d
r = lim x
oo (22 + D)arctg?(x) t——o0 J, (22 + 1)arctg?(x)
V3
_ . -2 o _ —1 -3
= tEI—HOO t o arctg” “(z) dx tl}I—noo [ —arctg™'(2)],

= lim <— ! + ! )—3—2—1
~to—oo \ arctg(—y/3) arctg(t)) w™ w @





