Anaélise Matematica 1 - Exame

29 de Junho 2018

Duragao: 3h

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1

Na folha de resposta indique, para cada item, qual a opgao cor-
recta.

(Resposta correcta: 0,75 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,25) v.)

1. Qual o limite da sucessio a,, = sin(e™") - e"T1?
(a) 0 (b) 1 (c) e (d =
2. Considere a fungao f : R\{0} — R definida por f(z) = arctan (;)
Podemos afirmar que:
(a) f tem limite em +oo e é prolongdvel por continuidade em x = 0.
(b) f é uma funcao limitada e monétona no seu dominio.
(¢) f nao é uma funcdo limitada nem mondétona no seu dominio.

(d) f tem limite em —oo e nao é prolongdvel por continuidade em z = 0.

3. Seja D o dominio da fungao real de varidvel real

1

he) = sin (l)

Podemos afirmar que:



(a) 0 € int(D) (b) Fr(D) N[0, 4o00[= {nl7r in € N}

(c) 0 € ext(D) (d) (Fr(D))" = {0}

Grupo 2 — (Mude de folha)

1+(1>n>"

(a) (1 v.) Indique os sublimites da sucessdo a,, = (1 +
n

Resposta: A subsucessao (az,) (com indices pares) verifica

2 2n 1 n 2
lim ag,, = lim (1+> = lim (<1+> ) =2
2n n

A subsucessao (as,—1) (com indices impares) verifica

0 2n—1
limas, =lim ( 1+ =liml=1
2n —1

pelo que os sublimites da sucessdo sdo 1 e e2.

(b) (1 v.) Prove por indugao

n2

In(n!) < 5 Vn €N

(Nota: tenha em conta que In(z) < x — 1 para todo o = > 0.)
Resposta: A desigualdade é verdadeira para n = 1 (0 < 1/2). Mostremos
que a propriedade é indutiva.

Hipotese de indugao: supomos a desigualdade verdadeira para n.

Demonstremos a tese de inducao:

In((n+ 1)) =ln((n+1)-n!)=In(n+1)+1In(n!) <ln(n+1) + %2

Posto que In(z) < z — 1 para > 0, temos entao

2 2 2 12
ln(n+1)+n2<n+%:n —g n <(n—; )

pelo que a propriedade é indutiva. A desigualdade é pois verdadeira para todo
oneN.

Grupo 3 — (Mude de folha)



Considere a sucessao definida por
u; =3, Upt1 = V1 +u, se neN e n>1
(a) (0,4 v.) Justifique que
Up > 1 Vn e N

Resposta: Verifica-se que w1 = 3 > 1 . Supondo a propriedade verdadeira

para u,, temos
Un+1 = V1+un2\/§>1

pelo que que a propriedade é indutiva, o que conclui a justificagao.

(b) (0,8 v.) Utilizando a alinea anterior, mostre que

[unto — Unt1] < T [tnt1 — n| Vn eN
e conclua que (u,) é convergente.

Resposta: Temos

|un+1 - Un|
VIFunir +vV1+uy,

|un+2 _un+1| = |\/1 + Uny1 — \/1 +un| =

Pela alinea anterior, temos

V1+ g1 +VI+u, >2v2
logo
| | < Ut —Un _ V2, |
U — U —_— = — U — U
n+2 n+1| = 2\/§ 4 n+1 n

Posto que 0 < % < 1, por um resultado tedrico, concluimos que a sucessao é
convergente.

(c) (0,8 v.) Determine o limite de (up).

Resposta: Sendo ! o limite da sucessdo (uy,), temos
[>1 e I=+VI+1

Elevando ao quadrado a segunda desigualdade, temos 2 —[ — 1 = 0. Aplicando
a férmula resolvente, obtemos

_1x45
2

l

_ 1+V5
pelo que | = =5,

Grupo 4 — (Mude de folha)



Na folha de resposta indique, para cada item, qual a opgcao cor-
recta.

(Resposta correcta: 0,75 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,25) v.)

1. Considere a fungao h : R +— R definida por

x2sin (1 se «x
h(z) = { (m) 70

0 se z=0

Indique qual das seguintes afirmacoes é verdadeira:
(a) h é continua e diferencidvel em z = 0.

(b) h é continua e nao é diferencidvel em x = 0.

(¢) h é continuamente diferencidvel em R.

(d) h nao é continua em x = 0.

2. Qual o valor de lim cos(z)

z—5+ (.’I} — %)2

(a) —oo (b) -
3. Cousidere a fungao diferencidvel f : [—m, 7] — R definida por
flw) = sin(z) - (2% — 1)
Podemos afirmar que:
(a) f’ tem no méximo trés zeros em | — m, 7|
(b) f' tem exactamente quatro zeros em | — m, 7.
(c) f’ tem mais de quatro zeros em | — 7, 7.

(d) =0 é o unico zero de f' em | — 7, 7.

Grupo 5 — (Mude de folha)

m™ T
-, =

Considere a funcao f : } 55 [ — R definida por f(z) = tan(z) — z.



(a) (0,8 v.) Verifique que f é estritamente crescente.

Resposta: Derivando, obtemos
f'(x) =1+ tan*(z) — 1 = tan®(x)

Temos que f é continua e f'(x) > 0 se x €] — F,0[ pelo que f ¢é estritamente
crescente em | — 00,0]. Por um argumento semelhante, f é estritamente cres-
cente em [0, Z[. Logo f é estritamente crescente em | — 7, Z[.
(b) (0,8 v.) Estude a existéncia de pontos de inflexdo no grifico de f.

Resposta: Temos
1

) =2ante)

donde f"(z) < 0se xz €] — 5,0[ e f'(x) > 0se x €]0,5[. Concluimos que o
ponto (0,0) é um ponto de inflexdo do gréfico de f.
(c) (0,4 v.) Seja f7': R — }—g, g[ a inversa de f para a composicao de

funcoes. Justifique que f~! é diferencidvel em yg = f (%) e calcule (1) (yo).

1
Resposta: Temos que f'(7/4) = tan?(n/4) = 3 # 0 pelo que f~! é dife-

rencidvel em yo = f (7/4) e tem-se

—1\/ _ 1 _
Grupo 6 — (Mude de folha)

(a) (1 v.) Aplique o Teorema do Valor Médio de Lagrange no intervalo [0, a
a funcado In(1 + z) e conclua

Inl4+a)<a VYa>0

Resposta: Aplicando o Teorema do Valor Médio de Lagrange no intervalo
[0, a] temos
In(l1+a)—1In(1) 1
a—0 Cl4c

em que c¢ €]0, a[. Concluimos que %Jrc < 1 e, posto que a > 0,

In(l+a)= <a

1+c¢
0 que prova o resultado.

(b) (1 v.) Seja f : [a,b] = R* uma fungdo continua em [a, b], diferencidvel
em |a, b[, com derivada positiva. Mostre que existe ¢ €]a, b] tal que

f() = f(a)
In(f(b)) — In(f(a))

= f(¢)



(sugestao: utilize o Teorema de Cauchy)

Resposta: Temos
_ )
f(x)

pelo que estamos nas condigoes de aplicabilidade do Teorema de Cauchy. Con-
cluimos que existe ¢ €]a, b[ tal que

fO)=fla) [ _
In(f(b)) —In(f(a))

(In(f(z)))’ >0 YV €]a,b]

o que demonstra o resultado.

Grupo 7 — (Mude de folha)

Recorde que a area de uma elipse com semi-eixos de comprimento = e y €
dada por
Al,y)=m-z-y  (z,y>0)

Euler propos a seguinte férmula
Plz,y) = - /2(2* +¢?)

para a obtencao de um valor aproximado do perimetro de uma elipse.

(a) (0,4 v.) Justifique que, no caso de uma elipse com drea 7 e com semi-eixo
x > 0, a aproximagao do perimetro formulada por Euler é dada pela fungao

1
P(z)=m-V2- r? + — com z € |0, +o0[
x
Resposta: Temos que

1
Awy)=m = y=—

Substituindo em P(x,y) concluimos que

2
1 1
Pz, 1z) =7 - 2<x2+<>>:7r-\f2~ 2+ —
x x

(b) (1,6 v.) Mostre que a fungdo P(x) definida na alinea anterior atinge um
minimo absoluto num tdnico ponto xg €]0, +00[ e interprete geometricamente o
resultado.

Resposta: Derivando P(z) obtemos



O sinal da derivada é o sinal da expressao

2 2

pelo que P é estritamente decrescente em ]0,1[ e estritamente crescente em
1, +o0[. Deste modo P(x) atinge um minimo absoluto num tnico ponto xg = 1.
Nesse caso, tem-se que yo = 1/xo = 1 pelo que a elipse tem ambos os semi-eixos
com comprimento unitério. E pois a circunferéncia de raio 1 que minimiza P
na classe das elipses de area .

Grupo 8 — (Mude de folha)

Na folha de resposta indique, para cada item, qual a opgao cor-
recta.

(Resposta correcta: 0,75 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,25) v.)

1. Seja v : R — R uma fungdo diferencidvel tal que v(0) = v'(0) = 1. Qual o
polinémio de Taylor de ordem 2 em x = 0 da fungao

In(1+4x)
/ v(t)dt 7
0

22 2
(a) «z (b) er? (¢) z+a? (d) z-——

2

™
2. Indique qual das seguintes expressoes resulta de / cos(v/z) dx apds a
0

mudanca de varidvel z = t2.

(a) /O Y7 ot - cos(t) dt (b) /O " cos(nt) dt

(©) /0 " otsin(t) dt (d) 2 /O "t cos(t) dt

Grupo 9 — (Mude de folha)

(a) (1 v.) Determine a primitiva de f(z) = — o Quese anula em z = 1
x>+

indicando o intervalo em que se encontra definida.

Resposta: Escrevemos

1 1 a br+ec

m3+x:$(m2+l) E+x2+1

Resolvendo um sistema, obtemos a =1, b = —1 e ¢ = 0 pelo que



1 1 T 1 9

.~ . . In(2 ,o.
A condicao incial de anulamento em x = 1 determina ¢ = % e como dominio

o intervalo |0, +o0].

3

(b) (1 v.) Utilize o método de integracao por partes para calcular / arcsin(z) dx.
0
1
recorde: (arcsin)’'(z) = ———
( (resin) (@) = i—22)

Resposta: Calculamos

%

V2
V2 2 x
1-arcsin(x) dx = [z - arcsin(z)]2 — 11— dx
/ (@) da = o aresina))e” — [T 1L

Temos
V2 2 2
- avcsinga)F = 2 - aresin(v2/2) = Y2
V2 V2 s
: a 21 -2 Z 5
e [T 2 [T
/o N /0 RV =Ll A Ml
Concluimos e
2
E 4Hv?2
/ arcsin(x)dx:%[—l
0

Grupo 10 — (Mude de folha)

3
2

22 em que x € [0, 1]. Calcule

W Do

(a) (0,5 v.) Considere a fungéo f(z) =

/O i @) de

e interprete geometricamente este valor.

Resposta: Temos

[P [ e o [ e o] - 4

e este valor representa o comprimento do grafico de f.
(b) (1 v.) Considere a fungao
h(z) = cosh(x), x € [In(1/2),1n(2)]

Justifique que a drea S da superficie gerada por revolugdo do gréifico de h em
torno do eixo das abcissas verifica

In(2)
S =d4r- / cosh?(x) dx
0



Resposta: Aplicando a férmula para o cdlculo de uma superficie de revolucao,

obtemos -
S = 2 cosh(z)\/1 + sinh?(z) dz
In(1/2)
Temos
\/1 + sinh?(z) = \/cosh2 () = cosh(z)
Por outro lado, posto que In(1/2) = —In2 e que a funcio cosh?(z) é par, temos

In(2) In(2)
S = 2/ 2 cosh?(z) = 4 - / cosh?(x) dx
0 0

(¢) (0,5 v.) Calcule S em que S foi definido na alinea anterior.

Resposta: Temos

In(2) In(2) 1 1
S = 47T'/ cosh?(z) dx = 7T-/ e* e +2dr = [262”3 - 56_% + 2z
0 0

ou 15
S:§—ln4

formuldrio: S = fab o2nf(x)y/1 + (f/(2))? dx; cosh(x) = (e” +e77)/2.

Fim.

In(2)

0



