Analise Matematica 1
Correccao Melhoria 1.° Teste

29 de Junho 2018

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1

Na folha de resposta indique, para cada item, a opgao correta.

(Resposta correcta: 1,2 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,4) v.)

1. Considere o subconjunto dos niimeros reais
1
n
Podemos afirmar que:
(a) A é um conjunto ilimitado.
(b) A tem supremo mas nio tem méximo.
(¢) A tem infimo mas ndo tem minimo.

(d) A tem minimo e miximo.

2. Seja g : [0,1] — R uma fungdo continua tal que g(0) =1 e g(1) = 0. Para
qual das seguintes fungoes podemos garantir a existéncia de uma raiz per-
tencente ao interior do intervalo [0,1]?

(@) gl@)—2* (b)) gl@)+z  (¢) glx)—e* (d) g(z)-(1-2?)



3. Considere a fungao f : R\{0} — R definida por f(z) = arctan (i)
Podemos afirmar que:
(a) f tem limite em +oo e é prolongédvel por continuidade em x = 0.
(b) f é uma funcao limitada e monétona no seu dominio.
(¢) f ndo é uma fungédo limitada nem mondtona no seu dominio.

(d) f tem limite em —oo e nao é prolongdvel por continuidade em z = 0.

4. Qual o limite da sucessdo a, = sin(e™™) - e"**?
(a) 0 (b) 1 (c) e (d) =

5. Seja D o dominio da fungao real de varidvel real

1
h(z) =
T
Podemos afirmar que:
) 1
(a) 0 € int(D) (b) Fr(D) N[0, 4o0[= {mr ‘n e N}
(c) 0 € ext(D) (d) (Fr(D))" =A{0}

Grupo 2 — (Mude de folha)

(a) (1,5 v.) Indique os sublimites da sucessado a, = <1 +

1+ (—1)")”

n

Resposta: A subsucessdo (a2,) (com indices pares) verifica

9 2n 1 n\ 2
lim as,, = lim (1+> :hm((1+> ) = ¢2
2n n

A subsucessao (az,—1) (com indices impares) verifica

0 2n—1
limagnzlim(l+2 1) =liml=1
n —
pelo que os sublimites da sucessdo sdo 1 e e2.
2" 4+ nb

(b) (1,5 v.) Calcule o limite da sucessao b,, = DT -



Resposta: Escrevemos

b 2" +n®  14n?/2"
" 2n34Inn 2734 1Inn/2n

Temos limn®/2" = limInn/2" = 0 pelo que limb,, = 1/273 = 8.

(¢) (2 v.)Prove por indugao

’I’L2

In(n!) < = vn € N
(Nota: tenha em conta que In(x) <z — 1 para todo o x > 0.)

Resposta: A desigualdade é verdadeira para n = 1 (0 < 1/2). Mostremos
que a propriedade é indutiva.

Hipétese de inducao: supomos a desigualdade verdadeira para n.

Demonstremos a tese de indugao:

In((n+ 1)) =In((n+1)-n!)=In(n+1)+1In(n!) <ln(n+1) + %2

Posto que In(z) < z — 1 para = > 0, temos entao

2 2 2 12
ln(n+1)+n2<n+%:n ; 1 <(n—; )

pelo que a propriedade é indutiva. A desigualdade é pois verdadeira para todo
on€N.



Grupo 3 — (Mude de folha)
Considere a sucessao definida por

u =3, Up+1 = V1+uy se neN e n>1

(a) (1 v.) Justifique que
Uy > 1 Vn eN

Resposta: Verifica-se que u; = 3 > 1 . Supondo a propriedade verdadeira

para u,, temos
Un+1 = V1+u, Z\/i>1

pelo que que a propriedade é indutiva, o que conclui a justificagao.
(b) (2 v.) Utilizando a alinea anterior, mostre que

[thnp2 — Unt1] < 72 [thnp1 — Up| Vn eN
e conclua que (u,) é convergente.

Resposta: Temos

Un+1 — Un
VIFunir +vV1+u,

|un+2 _un+1| = |\/]- + Uny1 — \/1 +un| =

Pela alinea anterior, temos

V14t + VI Fu, >2V2

logo

— 2
ez — Unsi| < Unt1 — Un _ £|un+1,un|
2v/2 4

Posto que 0 < % < 1, por um resultado tedrico, concluimos que a sucessao é
convergente.

(¢) (2 v.) Determine o limite de (uy,).

Resposta: Sendo [ o limite da sucessao (uy,,), temos
[>1 e I=VI+1

Elevando ao quadrado a segunda desigualdade, temos 2 — [ — 1 = 0. Aplicando
a férmula resolvente, obtemos

1£45

l
2

_ 1+
pelo que [ = =&

Grupo 4 — (Mude de folha)



Considere a funcao real de varidvel real f : R — R tal que
f() = In(1 + )
(a) (1 v.) Justifique que f é injectiva .

Resposta: f é uma composicao da funcao 1+ e® e In(z), ambas estritamente
crescentes nos seus dominios, pelo que f é estritamente crescente.

(b) (2 v.) Mostre que a fungdo inversa de f para a composigio de fungoes é

1Rt R, ffl(y)zln(ey—l)

Resposta: Temos

lim In(1+e%) =07 e lim In(1+4€%) =+o00

=00 z5+oo
Pelo Teorema de Bolzano temos que
fR) =R"
pelo que o dominio de f~! é RT. Temos além disso
y=In(l1+e*) & z=In(e’-1)

o que justifica a caracterizacao da fungao inversa apresentada.

. _f@) IR ) .
(c) (1 v.) Estude .LEIJ’I:IOO F1(0) em que f~' foi definida na alfnea anterior.

Calculamos

i @ gy, WA re™) o akhlbe™)
z—+too f7H(x) ao+ooIn(e*(l —e %)) a—fooxz+1In(l —e %)

Nota: aceita-se como valido o cdlculo do limite através da regra de Cauchy
fundamentada.

Fim.



