Analise Matematica 1
Correccao Melhoria 2.° Teste

29 de Junho de 2018

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1

Na folha de resposta indique, para cada item, a opgao correta.

(Resposta correcta: 1,2 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,4) v.)

1. Seja f : R +— R uma fungao diferencidvel tal que f(0) =1 e f/(0) = 7~ 1.
Qual a equacao da recta tangente ao grafico da funcao

g(x) = sin (7 f(x))

no ponto com abcissa z = 07
() y=u (b)y=-= (c)y =mx (d)y=-mz+1

2. Considere a funcao h : R — R definida por

22 sin (1 se x
h(z) := { () 70

0 se z=0

Indique qual das seguintes afirmacoes é verdadeira:
(a) h é continua e diferencidvel em z = 0.

(b) h é continua e nao é diferencidvel em z = 0.

(c) h é continuamente diferencidvel em R.

(d) h nao é continua em x = 0.



3. Qual a derivada da funcao y(z) = 3*?

(a) o/ (@) = 3° (b) o/(2) = 237
(© y@) =In@)-e* () y'(z) =In(3)-3°
4. Qual o valor de Igr%n+ (;O_S(?)Q ?
(a) —oc v © 3 (@) +oo

5. Counsidere a fungao diferenciavel f : [—m, 7] — R definida por

fla) =sin(z) - (z* — 1)
Podemos afirmar que:
(a) f’ tem no méximo trés zeros em | — , 7|
(b) f’ tem exactamente quatro zeros em | — m, 7.
(c) f’ tem mais de quatro zeros em | — 7, 7.

(d) =0 é o unico zero de f' em | — m, 7[.

Grupo 2 — (Mude de folha)
T

Considere a fungao f : } ~3°3

[ — R definida por f(z) = tan(z) — .
(a) (2 v.) Verifique que f é estritamente crescente.

Resposta: Derivando, obtemos
f'(x) =1+ tan*(z) — 1 = tan®(x)

Temos que f é continua e f'(x) > 0 se x €] — Z,0[ pelo que f ¢é estritamente
crescente em | — 00,0]. Por um argumento semelhante, f é estritamente cres-
us

cente em [0, 5[. Logo f é estritamente crescente em | — 7, 7.

(b) (1,5 v.) Estude a existéncia de pontos de inflexdo no gréfico de f.

Resposta: Temos
1

) =2ante)



donde f"(z) < 0sex €] — F,0[ e f’(x) > 0se z €]0,F[. Concluimos que o
ponto (0,0) é um ponto de inflexdo do grafico de f.

(¢) (2v.) Seja f7': R — }—g, g[ a inversa de f para a composi¢ao de

funcoes. Justifique que f~! é diferencidvel em yo = f (%) e calcule (f71) (yo).

1
Resposta: Temos que f'(7/4) = tan®(n/4) = 3 # 0 pelo que f~1 ¢ dife-
rencidvel em yo = f (7/4) e tem-se
1

FE

(f71) (wo) =

Grupo 3 — (Mude de folha)

(a) (2 v.) Aplique o Teorema do Valor Médio de Lagrange no intervalo [0, a
a funcdo In(1 + z) e conclua

In(l+a)<a Va>0

Resposta: Aplicando o Teorema do Valor Médio de Lagrange no intervalo
[0, a] temos
In(1+a) —In(1) 1

a—0 1 +c
em que ¢ €]0, a[. Concluimos que l%rc < 1 e, posto que a > 0,
a
In(1+a) = <a
( ) 1+c¢

0 que prova o resultado.

(b) (2 v.) Seja f : [a,b] = R* uma fungdo continua em [a, b], diferencidvel
em ]a, b[, com derivada positiva. Mostre que existe ¢ €]a, b] tal que

f(b) = f(a)
In(f(b)) — In(f(a))

(sugestdo: utilize o Teorema de Cauchy)

= f(¢)

Resposta: Temos

_ f@)
f@)

pelo que estamos nas condigoes de aplicabilidade do Teorema de Cauchy. Con-
clufmos que existe ¢ €]a, b tal que

fO) = fla) —_ fo)
F(

In(f(b)) — In(f(a)) f'(cc)) = f(c)

(In(f(z))) >0  Va€la,b

o que demonstra o resultado.



Grupo 4 — (Mude de folha)

Recorde que a area de uma elipse com semi-eixos de comprimento = e y é
dada por
A(m7y):ﬂ—xy (xay>0)

Euler propos a seguinte férmula
Plz,y) = /2(2* +¢?)

para a obtencao de um valor aproximado do perimetro de uma elipse.

(a) (1,5 v.) Justifique que, no caso de uma elipse com area 7 e com semi-eixo
x > 0, a aproximagao do perimetro formulada por Euler é dada pela fungao

1
P(z)=m-V2- 2+ — com z € ]0, +oo[
T

Resposta: Temos que

1
Alx,y) =7 = y=_

Substituindo em P(z,y) concluimos que

2
P(z,1x)=m- 2<x2+<1)>:7r-\/§- m2+i2
x x

(b) (3 v.) Mostre que a fungao P(x) definida na alinea anterior atinge o seu
minimo num nico ponto zy €]0, +00[ e interprete geometricamente o resultado.

Resposta: Derivando P(z) obtemos

P’(z):ﬁ-ﬁ.ll.<2x_2)

2 2 +

x2
O sinal da derivada é o sinal da expressao

2 2
2x——3=—3~(x2—1)

x T
pelo que P ¢é estritamente decrescente em ]0,1[ e estritamente crescente em
1, 4+00[. Deste modo P(x) atinge um minimo absoluto num dnico ponto z¢ = 1.
Nesse caso, tem-se que yp = 1 / ro = 1 pelo que a elipse tem ambos os semi-eixos
com comprimento unitario. E pois a circunferéncia de raio 1 que minimiza P
na classe das elipses de area .

Fim.



