Analise Matematica 1 - Correccao 1° Teste

Abril 2018

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1

Em cada alinea, indique qual a opgao correcta. Apresente os calculos efec-
tuados.

1. Considere o conjunto B C R tal que

s-toetv {(1+2)" nen)
Podemos afirmar que:
(a) Fr(B) = {0,e} U {<1+2>n: neN}
(b) B' =10, ¢JU{e?}
(c) e* € Ext(B)

(d) BN] —1,1] é aberto.

2. Considere as sucessoes reais

n2

n+1

x, =sin(7/(2n)) e y, =

Podemos afirmar que:
(a) a sucessdo x,/y, converge para 1.

(b) (z,) é convergente e (y,) é limitada.



3.

(¢) 0 <z, <y, para todo o n € N.
(d) a sucessdo z, - y, converge para 7.

Considere a funcao definida em R por

0 se <0
1 se >0

Podemos afirmar que:

(a) a funcao definida por u(x) - |x| é continua em R.

(b) a fungao definida por (u(z) — u(x — 1)) - || ndo é limitada em R.
(c) a fungéo definida por 1 — u(x) é crescente em R.

(d) a fungao definida por u(z) - u(—=z) é continua em R.

. Considere a fun¢ao f : R\{0} — R tal que f(z) = 27 le”37. Podemos

afirmar que:

(a) f admite prolongamento por continuidade em = = 0 e o seu contra-
dominio é um conjunto ilimitado.

@ f admite prolongamento por continuidade em = = 0 e o seu contra-
dominio é um conjunto limitado.

(¢) f néo tem limite em x = 0.

(d) f nao tem limite quando x tende para +oc.

. Podemos afirmar que a expressdo g(z) = tan (I_Tx)

(a) Esta definida em ]0, +00[ e admite neste intervalo fungao inversa com
expressao g~ (y) = m

(b) Estd definida em [1, +o00o[ e admite neste intervalo funcao inversa com
expressdo ¢~ '(y) = arctan(1 + %)

(c) Esté definida em [1, +00[ e admite neste intervalo fungao inversa com

_ _ 1
expressao ¢ 1(y) = Ttarctan(y)



(d) Estd definida em R\{% + kn : k € Z} mas nao admite neste dominio
funcao inversa.

Grupo 2

(a) (2,5 v.) Mostre que a sucessao a, = v/2n + 4 — v/2n é um infinitésimo.

Resposta: Escrevemos

4

Up =V2n+4—Vo2n= ———
Van +4 4+ v2n

Posto que
limv2n+ 44 vV2n = 400
concluimos que (u,) é um infinitésimo.

n* +n3In(n)
2n(n? cos () + n?)

n

(b) (2,5 v.) Calcule o limite da sucessao b,, =

Resposta: Escrevemos

b — n* +n?In(n) 14+ In(n)/n
" 2n(n3cos(%)+n%) 2COS(%)+TL_%

Temos que:

limIn(n)/n =0, limn~=2 =0
e lim cos (%) =1
Logo

limb,, = =

Grupo 3

Considere a sucessao definida por

Unp
U1:17 U7L+1:2+%
(a) (2,5 v.) Prove por indugao que
< < !
07Un72n_1 Vn e N



Resposta:

Temos u; =1 < 2% pelo que a base de indugao é verificada. Verifiquemos
que a propriedade é indutiva. Supondo que

0<u, < 2n1_1
provemos que
0<upt1 < —
Temos w,
Upt1 = o %

Por hipétese de indugao, temos

0< U <2%_1< 11
2417241 "onl 20 o

pelo que a propriedade é verdadeira para todo o n € N.

(b) (2,5 v.) Mostre que a sucessao wy, = uj + - - - + u, é convergente.

(sugestio: recorde que, para v # 1, tem-se 1 + 1+ -+ "1 = L ¢

verifique que (wy,) € uma sucessao limitada).
Resposta: Temos, pela alinea anterior, u,, < 2%1 Logo, aplicando a férmula
dos termos de uma sucessao geométrica,
1 _1-()"
wn§1+~--+2n_l = 1_1 <2
2

1-(3
=

n

—

(Se o aluno referir que o limite de é 2 também é dada toda a cotagdo).

Temos wy+1 — Wy = Unp+1 > 0 logo (wy,) é monétona. Concluimos que (uy,)
é uma sucessao monotona e limitada logo é convergente.

Grupo 4
Considere a funcao real de varidvel real f : [0,e — 1] — R tal que
fl)=z+In(z+1)
(a) Mostre que f é injectiva e que o seu contradominio é o intervalo [0, e].

Resposta: A funcdo f é a soma de duas funcgoes estritamente crescentes logo
é injectiva. A funcdo f é continua em [0,e — 1] pelo que, pelo Teorema de
Weierstrass,

f([0,e =1]) = [min f, max f] = [f(0), f(e = 1)] = [0, ]



Nota: um argumento formulado correctamente recorrendo ao Teorema de
Bolzano tem toda a cotacao.

(b) Mostre que a equagao
fH (@) = cos(x)
(em que f~! é a inversa de f para a composicio de funcdes) admite uma e uma
s6 solugao em |0, e].
Resposta:
A funcdo f~1 é estritamente crescente e continua em [0, ¢] por um resultado
tedrico.

A fungéo (— cos(x))
Logo f~1(z) — cos(z

é estritamente crescente e continua em [0, €] pois e < 7.
) é éstritamente mondtona .

Temos
F710) —cos(0) = -1<0 e f ) —cos(e) >e—2>0

Pelo Teorema de Bolzano e pela monotonia de f~1(x) — cos(z), a solucio existe
e ¢ Unica.



