Analise Matematica 1 - Correccao M. 1.° Teste

7 de Janeiro 2019

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1

Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a
opgao correcta. Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta: 1,2 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,4) v.)

—1)" 2
(=1)"-n : nEN}. Qual das seguintes

1. Considere o conjunto A = T
n2+1

afirmacoes é verdadeira?
(a) A" ={-1,1}.

(b) Ext(A) é fechado.
(c) A" = Fr(A).

(d) A= Fr(A).

2. Considere a sucessao u, = 2n (In(n + 1) — In(n)). Podemos afirmar que:

(a) limu, =0 (b) limu, =1 (¢) limu, =2 (d) limu,, = ¢?

3. Indique qual das seguintes funces definidas em R\{0} tem limite em

z=0.
@ he) =T ) o) = e flo) = lolt - cos ()
(d) fa=[z]



(Recorde: |z] representa a parte inteira de x)

4. Considere a fungao de varidvel real de dominio I =]0, +oo[ definida por

f(2) = 2* - In(x)

Seja B = f(I) o contradominio de f. Podemos afirmar que:

(a) 0 € Fr(B) (b) B élimitado (c) B é aberto (d) B é fechado

5. Seja f : R — R, definida por f(z) = 1 + 22? e seja ¢ > 0. Indique qual
das seguintes vizinhancas V de 0 verifica, para todo o € considerado,

zeV. = |fl@)-fO)] <€

(a) ]—1075,1077[ (b) ]—€* €[ (c)

Grupo 2 — (Mude de folha)
(a) (2,5 v.) Determine o limite das seguintes sucessoes:

arctan(n) - n? +n

3
A, =nNnern —n b, =
" " 4dn* + In(n® + 1)
Resposta:
Temos
3 3
n —1 n— 1
liman:limn(e%—l):lime T =3-lim © T =3
n n
arctan(n) + +
limb, = li mta _r

m =
V4A+In(n®+1)/nt 4

posto que limarctan(n) = § e limIn(n® + 1)/n* = 0.

(b) (1 v.) Mostre que
1
27 <1+—- VneN
n

(sugestao: eleve ambos os membros da inequacdo & poténcia n)

Resposta: Elevando a expressao a poténcia n, obtemos

1 n
2< (14 )
n



Esta desigualdade é verdadeira pois a sucessao e(n) = (1 + %)n verifica
e(1) = 2 e é estritamente crescente. Concluimos que a desigualdade considerada
¢é verdadeira.

(c) (1,5 v.) Utilizando a desigualdade da alinea anterior, prove por inducao

2+2%+...+2%§2n Vn € N

Resposta: A desigualdade é verdadeira para n = 1. Admitimos a desigual-
dade verdadeira para n.
Verifiquemos que a propriedade é indutiva:

1 1 ].
2427 4420 4 27T < 2 20T SmAl+ —— <t2=2n+1)
n
Utilizdmos sucessivamente a hipdtese de indugao, a desigualdade da alinea an-
terior e a majoragao 1+ n%rl < 2.
Grupo 3 — (Mude de folha)
Considere a fungao fungao f de varidvel real, definida em [1, 4+o00[ por f(z) =
1
arcsin ()
x

(a) (2 v.) Justifique que f é injectiva e caracterize a sua inversa para a
composicao de fungoes, indicando o respectivo dominio e contradominio.

Resposta: A funcao f é a composigao da funcao estritamente decrescente
em [1,400[ a(z) = 1 com a funcdo estritamente crescente em [—1,1] b(y) =

arcsin(y), sendo por isso uma funcao estritamente decrescente.

Posto que arcsin(1) = 7 e lim,_,g arcsin(y) = 0 temos, pela continuidade de
[, que o seu contradominio ¢ |0, 7]. Finalmente, resolvemos

1
= in(1 & =
y = arcsin(1/x) x ()
e concluimos que
_1 T 1 1
o, f} — 1, 00|, _
o g el ) = s

(b) (1 v.) Resolva a equacao tan(f(z)) = 1.

Resposta: Resolvemos

f(z) = arctan(l) < arcsin(l/z) = % = % = g & =2
(c) (2 v.) Utilizando a mudanca de varidvel z = ﬁ calcule

lim z- f(z)

r—+00



Resposta:

1 y
li . = lim —— . - 1 _
=400 /(@) yi{(l)lJr sin(y) (sin(y)) yino%r sin(y)

Na dltima igualdade utilizdmos o limite notével da fungao sin(y)/y em y = 0.

Grupo 4 — (Mude de folha)

Considere a funcao h, definida em [1,3], por h(z) =  — Inz + 1. Sabemos
que h é crescente no seu dominio e que

hz) ~ )| < 2o~y Vayel1,3

(a) (1,5 v.) Justifique que o contradominio de i é um intervalo fechado con-
tido em [1, 3].

Resposta: A fungao h é continua, crescente em [1, 3], pelo que o seu contra-
dominio é, pelo Teorema de Bolzano, [h(1), h(3)]. Ora

h1)=2>1 e h(B3)=3-I@B)+1<3

posto que In(3) > In(e) = 1.
(b) (1,5 v.) Considere a sucessdo definida por recorréncia por

up =3, Unt1 = h(uy) VneN

Utilizando a alinea anterior, prove que u,, € [1,3] para todo o n € N e conclua
que u, é convergente.

Resposta: Temos u; = 3 € [1,3]. Supomos, por hipdtese, que u, € [1,3].
Entao, pela alinea anterior, u,4+1 = h(uy) € [1,3]. Logo a propriedade é verda-
deira para todo o n € N. Temos

2
[unt2 = tns1] = [h(uns1) — h(un)| < §|un+1 — Un|

Por um resultado tedrico, concluimos que u,, é uma sucessao de Cauchy, logo
converge.

(¢) (1 v.) Determine lim w,,.

Seja [ o limite de u,. Necessariamente [ € [1, 3]. Temos, passando ao limite
a férmula de recorréncia
I=1-In(l)+1

ou seja
In(l) =1 ou l=e

Fim.



