Analise Matematica 1 - 1.° Teste

24 de Outubro de 2018

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1 - Versao A

Na folha de resposta assinale Versao A e indique, para cada item,
qual a opgao correcta.

(Resposta correcta: 1,2 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,4) v.)

1. Considere o conjunto A = {COS (%) . ne€ N}. Qual das seguintes
igualdades é verdadeira?

(a) A" ={-1,0,1}.
(b) A" =0.
(c) A’ =Fr(A).
(d) Fr(4) ={-1,1}.
2. Considere a sucessao u, = \/nz—f——2n — n. Podemos afirmar que:

(a) limu, =0 (b) limu, =1 (¢) limu, =2 (d) lim u,, = 400

3. Cousidere a fungao de varidvel real de dominio I = [1, +o0o[ definida por

f(z) =In (1 + ;)

Seja B = f(I) o contradominio de f. Podemos afirmar que:

(a) 0 e Fr(B) (b)In(2) € int(B) (c) B é aberto (d) B ¢ fechado



4. Indique qual das seguintes fungoes injectivas de variavel real verifica
f=r

em que f~! é a inversa de f para a composicao de funcdes.

(recorde que a igualdade de fungoes requer a igualdade dos respectivos dominios)

(a) fl(l')::CZv LEE[O,+OO[ (b> fQ(x):lfxv :EE[fl,l]

(c) fa(x) =3z, ze€R d) fa(x)=1—=z, z€]0,1]

5. Considere a fungao de variavel real

T se z€Q
0 se zeR\Q

Seja C C R o conjunto dos pontos em que h é continua. Qual das seguin-
tes igualdades é verdadeira?

@)C=0 (b)C={0} ()C=R\Q (dC=R

Grupo 2 — (Mude de folha)
(a) (2 v.) Determine o limite das seguintes sucessoes:

~ n+cos(n) b — n?—2n+1\"
~ nln(n+1) "o\n2+2n+1

Resposta:
No caso da primeira sucessao, temos

n+cos(n) 1+ cos(n)/n

- nln(n+1) In(n+1)

Posto que |cos(n)| < 1, temos
lim1+ cos(n)/n =1
Além disso, temos limIn(n + 1) = +oo pelo que lima,, = +%.O =0.

No caso da segunda sucessao, temos
b — n?2 —2n+1\"  [((n—12\" _ [(n—1\>"
"\n2+2m+1)  \(n+1)2)  \n+1

Logo



n!
(b) (1,5 v.) Considere a sucessao ¢, = —. Verifique que
n

Cn+1 - 1

o (1+ 4"

Conclua que
¢
Cnil > — Vn € N
e

em que e é o numero de Neper.

Resposta: Escrevemos

Copr . (n4+DL w" (n4+1)-n" ( n \" 1
cn  (n+1)ntl pl o (1)t \n41
o que justifica a igualdade.

~ n o, s
Posto que a sucessao (1 + %) é mondtona crescente e converge para o
ntimero de Neper temos

donde
1 1
e

T 2
1+
pelo que
Cn
Cn+1 Z — Vn € N
e

(¢) (1,5 v.) Utilizando a conclusao da alinea anterior, prove por indugao

Vn € N

[

nn en—

Resposta: Verifiquemos a base de indugao. Tomando n = 1, tem-se
1!
1< —<1
T

pelo que a proposicao é verdadeira neste caso.

Verifiquemos que a propriedade é indutiva, isto é, que a hipétese

implica

Cnt1 2 o

em que ¢, = nl/n™. Ora, pela alinea anterior, temos

@
Cn+12?n Vn e N



pelo que, utilizando a hipétese de indugao, obtemos

1 1 1

Cn+1 Z
+ 6nfl e en

A proposicao é pois verdadeira para todo o n natural.

Grupo 3 — (Mude de folha)

Considere a fungao funcao real de variavel real

~ Jaxsin(2) se z#0
-

se =0
(a) (1,5 v.) Verifique que f é continua em z =0

Resposta: Tomemos uma sucessao x, convergente para zero por valores
diferentes de zero. Temos

f(zn) = xp - sin(1/zy,)

Ou seja f é o produto do infinitésimo x,, pela sucesséo limitada sin(1/xz,) sendo
por isso convergente para zero. Temos entao

f(O) = limf(xn)

pelo que f é continua em = = 0. (Nota: existem resolugoes alternativas como,
por exemplo, referir |f(x)| < |z| para todo o € R e deduzir o limite em zero
por enquadramento)

(b) (2 v.) Justifique que EIP flx)=3.

Resposta: Fazendo a mudanca de varidvel x = %, temos, pelo limite notavel
da funcao seno em 0,

lim xsin <3) = lim M:& lim M
T——00 T y—=0— Y y—0—- 3y
(Nota: Nao é obrigatério explicitar a mudanca de varidvel no célculo do
limite.)
(c¢) (1,5 v.) Mostre que, para todo o k €]0,3[, a equagao f(z) = k tem pelo
menos duas solugoes distintas.

=3

Pela alinea anterior, temos lim,_,_ f(z) = 3 pelo que, dado k €]0, 3],
existe um valor a < 0 tal que f(a) > k. Aplicando o teorema de Bolzano
em [a,0], concluimos que existe ¢ €]a,0] tal que f(¢) = k. Tendo em conta
que f(x) = f(—z) para todo o x € R, concluimos que f(—c) = k pelo que
existem pelo menos duas solugoes distintas para a equacao, uma negativa e
outra positiva. Alternativamente, podemos estudar o limite em +o0o usando os
mesmos argumentos que na alinea (b).

Grupo 4 — (Mude de folha)



Pretende-se construir uma sucessao convergente para Z, unica solugao real
nao negativa da equagao
e —3=z

(a) (0,5 v.) Verifique que a equagdo considerada é equivalente a equagao
x =1In(z + 3) em que x €] — 3 + oo].

Resposta: Temos, para z €]3, +00],

e —3=2 =243 <zr=In(zx+3)

(b) (1,5 v.) Mostre que os termos da sucessao definida por recorréncia por

up =0, Upyr =In(u, +3)
sao nao-negativos.

Resposta: Mostremos o resultado por indugéo. A propriedade é verdadeira
para u; = 0. Admitindo que u, > 0, verifiquemos que u,4; também é nao
negativo. Temos, pela monotonia da funcao logaritmo,

Upt1 = In(u, +3) >mIn(3) >1>0

pelo que a afirmagao é verdadeira para todo o n € N.

(¢) (2 v.) Utilizando a alinea anterior e a desigualdade,
1
|1n(b+3)71n(a+3)\§g|afb| a,b>0
justifique que a sucessao u,, é convergente para I.

Resposta: Temos, pela alinea anterior, que u, > 0 para todo o n € N.
Podemos entao escrever

1
[Unt2 = Unt1] = [In(upq1 +3) = In(un +3)] < §|un+1 = U

Por um resultado visto na aula tedrica, a sucessdo (u,) é de Cauchy, sendo
por isso convergente para um certo | € R. Como os termos de (u,) sdo nao
negativos, tem-se [ > 0. Além disso, a subsucessdo (u,y1) também converge
para [. Passando ao limite ambos os membros da igualdade

Upt1 = In(uy, + 3)

concluimos
I=In(l+3)

Pela alinea (a), [ é a solu¢do néo negativa da equagao e” — 3 = z.

Fim.



