Analise Matematica 1 - 2.° Teste

28 de Novembro de 2018

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1 - Versao A

Na folha de resposta assinale Versao A e indique, para cada item,
qual a opgao correcta.

(Resposta correcta: 1,2 v. Resposta errada com elementos justificativos: 0 v. Resposta
errada sem elementos justificativos: (-0,4) v.)

1. Seja f : R — R uma fungdo diferencidvel em = = 0 tal que f(0) =
f'(0) = % Qual das seguintes rectas é tangente ao grafico da fungao

g(x) = sin(f(x))

s
3 e
no ponto de abcissa z = 07

(a)y= im—g (b)y = @x—k (c)y= %x+§ (d)y =2z+1

N[

2. Considere a fungao definida em R por
g(x) = z - In(z) — 2°

Podemos afirmar que:

(a) O gréfico de g ndo tem pontos de inflexao

[N

(b) o grafico de g tem um ponto de inflexdo em z = e~

. . ~ 1
(c) o grafico de g tem um ponto de inflexdo em = = 5

(d) o grafico de g tem dois pontos de inflexao distintos.



3. Considere a funcao real estritamente crescente definida em ] — §, [ por
h(z) = tan(2x) — arccos(x). Denotando por h~! a inversa para a com-
posicao de fungoes, podemos afirmar que:

4. Seja f uma fungdo real de varidvel real continua em [0, 1], diferencidvel
em ]0,1[, tal que f(1) = 0. O Teorema de Lagrange permite-nos afirmar
que

(a) Existe ¢ €]0,1[ tal que f'(c) = f(0).
(b) Existe ¢ €]0, 1] tal que f'(c) = 0.
(c) Existe ¢ €]0,1] tal que f'(c) < 0.

(d) Existe ¢ €]0, 1] tal que —f’(c) = f(0).
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se x#0

5. Counsidere a fungio de varidvel real h(z) = c
0 se =0

Podemos afirmar que:

(a) h néo ¢é continua em = = 0 mas ¢ diferencidvel em = = 0.

(b) h é continua em R mas nao é diferencidvel em x = 0.

(c) h é diferencidvel em & = 0 e a sua derivada nao é continua em R.

(d) h é diferencidvel em = = 0 e a sua derivada é continua em R.

Grupo 2 — (Mude de folha)
(a) (2 v.) Considere a funcdo f : R — R, definida por f(z) = e*(z — 1) + 1.

Determine os intervalos de monotonia de f e conclua que f(z) > 0 para todo o
x diferente de zero.

Resposta: Temos

flx)=¢€"(x —1) +e" = ze”



Concluimos que f/(z) < 0sex <0e f'(x) > 0sex > 0. Assim f é estritamente
decrescente em | — o0, 0] e estritamente crescente em [0, +o0o|. Posto que f atinge
um minimo absoluto em x = 0, concluimos que f(z) > f(0) =0 se z # 0.

(b) (1,5 v.) Considere a func¢do continua em R definida por

et —1
se x#0
g@)={ "z ?
1 se =0
e*(x—1)+

1
Verifique que se x # 0, tem-se ¢'(z) = O que pode concluir, pela

2
x
alinea anterior, quanto & monotonia de g?

Resposta: Calculamos, para x # 0

(e — 1)z —(e*—1)(z) e* z—e*+1 € -(z—1)+1

/ _ _ _
g'(z) = 22 = 72 = 22

Pela alinea anterior, temos
e (r—1)+1>0 Vo # 0

pelo que g é estritamente crescente am ] — oo,O] e estritamente crescente em
[0, 4+00[. Como g é continua em = = 0, concluimos que g é estritamente crescente
em R.
(¢) (1,5 v.) Calcule ilg%) g'(z) e conclua quanto a diferenciabilidade de g em
z = 0.

Resposta: Aplicando a regra de L’Hospital-Cauchy,

. e(lr—1)+1 . xe® 1
im ——— = lim — = =
z—0 2 z—0 21 2
Posto que g é continua em = = 0, resulta de um coroldrio do Teorema de

Lagrange que g é diferencidvel em 0 e ¢’(0) = %

Grupo 3 — (Mude de folha)

(a) (2,5 v.) Escreva a férmula de Taylor de ordem 1 em z = 0 da funcdo
arctan(z), com resto de Lagrange, e conclua que

arctan(z) < x se >0
(recorde: (arctan)’(x) = ﬁ)
Resposta: Temos
arctan” (x) —2
rctan” (z) = ————
(14 22)2

pelo que a férmula de Taylor de ordem 1 com resto de Lagrange em x =0 é

2c x?

arctan(z) = ¢ — v o



ou
c 2

—_— . :I:

(1+¢2)?

em que c estd estritamente compreendido entre 0 e x. Em particular, se > 0,
temos ¢ > 0 pelo que

arctan(z) = ¢ —

_L <0
(14 ¢2)?
logo
arctan(z) < x
(b) (2,5 v.) Calcule lll)rfoosc . (g - arctan(xz))
(sugestao: utilize a Regra de Cauchy)
Resposta: Escrevemos

s 2
. T . & — arctan(x
lim x- (— - arctan(xQ)) = lim 3 —arctan(@’)
xr——+00 2 xr——+00 xil
Temos
. 7T 2 .
lim — —arctan(z®) =0= lim —
z—+oo 2 r—+o00 I

Verifica-se uma indeterminagao de tipo % em +oo. Estamos pois nas condigoes
de aplicagao da regra de Cauchy. Derivando numerador e denominador da
expressao anterior, obtemos

2
- 1+i.4 21’3

lim lim —— =0
z—4o00 —x—2 z—4o00 1 4 4

Concluimos entao que

lim z- (g - arctan(scz)) =0

Tr—+o0

Grupo 4 — (Mude de folha)

Pretende-se construir uma calha para escoamento de dgua cuja secgao trans-
versal é representada por um trapézio no plano cartesiano com vértices
na origem O, A = (cos(6),sin(d)), B = (—3,sin(d)), C = (—3,0) em que
6 €]0, Z[.

(a) (1,5 v.) Verifique que a érea do trapézio OABC é dada pela fungao

a(f) = %sin(@) + ism(w) 0e ]0, g[

(recorde: sin(26) = 2sin(f) cos())

Resposta: Recordamos a férmula da area do trapézio: (média aritmética das
bases) x altura. Obtemos

a(f) = % <; + % + cos(0)> -sin(f) = %Sin(ﬁ) + isin(%)



(Alternativamente, podemos decompor o trapézio num rectangulo de drea % sin(6)
e num triangulo de drea § sin(6) cos(6)) )

1 1
(b) (1 v.) Justifique que o’(#) = cos?(#) + 3 cos(6) — 7"

(recorde: cos(26) = 2cos?(#) — 1)

Resposta: Derivando, obtemos

o' (6) = %cos(ﬂ) _ i - 2c0s(20) = % - cos(6) — %(2cos2(0) )

ou seja
1 1
o' (0) = cos?(0) + 3 cos(f) — 3

(c) (1,5 v.) Utilizando, se necessédrio, uma mudanga de varidvel, determine
o tnico ponto de derivada nula de o pertencente a ]0, Z[. Justifique que nesse
ponto « atinge um méximo absoluto e interprete o resultado no contexto do
problema.

Resposta: Escrevendo y = cos?(f), a condicio

converte-se em

Apenas a condicao cos(f) = % determina um ponto de derivada nula de o no
intervalo aberto |0, 5[, a saber, o = %.
A expressao

y? +

N <

1
2
assume valores positivos se y €] — oo, —1[U]3, +00] e valores negativos se y €
] — 1,4 Se 6 €]0, %[ tem-se cos() €]3,1[ pelo que o/(#) > 0. Se § €]%, %],
tem-se cos(6) €0, 5[ pelo que /() < 0. Logo a(m/3) é o méximo da funcao a.
O valor § = % que maximiza a drea da secgao trapezoidal permite de facto

maximizar o volume da calha, logo a sua capacidade de escoamento de dgua.

Fim.



