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ct FACULDADE DE Exame Final de Andlise Matemdtica 1

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Grupos 1,4 e 7. Resposta correcta: 1 valor. Resposta errada com elementos justificativos: 0 valores. Resposta errada
sem elementos justificativos: (—0,3) valores.)

1. Considere o subconjunto de R definido por B := (]0,1[[NQ) U {w}. Qual das seguintes afirmagoes é
verdadeira?

(a) int(B) =]0,1] (b) Fr(B)={0,1,7} (c) B'=10,1] (d) Ezt(B) =R\{r}
2. Considere a funcio ¢ : R — R tal que g(x) = (zsin(z))?. Podemos afirmar que:
(a) ¢ tem minimo e tem maximo. (b) g ndo tem minimo e ndo tem méximo.

(c) ¢ tem minimo e nao tem méximo. (d) ¢ néo tem minimo e tem méximo.

Grupo 2 (Mude de folha)

[1,0] (a) Prove, por indugao, que

2n
Z (D)% k)=n para todoon € N

e
—

Resposta: Verifiquemos a base de inducao, isto é, que igualdade é verdadeira para n = 1:

i((—l)k-k):—1+2:1

k=1

logo verifica-se a base de inducao. Verifiquemos que a propriedade é indutiva.

2n 2(1’L+1)
Supondo que Z((—l)k - k) = n, mostremos que Z ((—=1)* - k) = n + 1. Temos
k=1 k=1
2(n+1) 2n
SED E=Y (D R+ (D) 4+ )+ ()P4 2) =n—(n+ 1)+ (n+2) =n+1
k=1 k=1

pelo que a propriedade é indutiva. Concluimos pois que a propriedade é verdadeira para todo o n € N.

[1.0] (b) Seja € > 0. Determine uma ordem p € N tal que, para todo o n € N,

<n+1>‘
In <€
n

O que pode concluir quanto a convergéncia da sucessao w, = In(n + 1) — In(n)?

n>p =

Resposta:

Temos que




equivale a

(n—!—l)
In < €
n

posto que In((n + 1)/n) > 0. Resolvendo, temos

1
1+ —<ef
n

ou

1
e —1

Se tomarmos em particular p um nimero natural superior ao segundo membro, temos, para n > p
n+1
In <€
n

In ("+ 1) =1In(n+ 1) — In(n) = w,

n

n >

pelo que concluimos que a sucessao (w,,) verifica a condi¢do de convergéncia para o limite 0.

Grupo 3 (Mude de folha)

Considere a sucessao (u,) definida por

u =1, un+1=2 para todo on € N

+ un
[0.4] (a) Mostre que u, > 0 para todo o n € N.

Resposta: Faremos a demonstracao por inducao. A afirmacao é verdadeira para n = 1. Supomos a
afirmagao verdadeira para n, isto é u, > 0. Temos entao

1

— >0
2+ u,

Up4+1 =

o que prova a indutividade da afirmagao e portanto, a sua veracidade para todo o natural n.

[0.8] (b) Verifique que
1
[Unt2 — upy1| < 1 [Unt1 — Un| Vn €N
Resposta: Temos
1 1 [tp, — Upt1] 1
|un+2 - un+1| = = < = |Un+1 — ’U,n|

24+ Upa1 24, 24+ upt1)(24+u,) 4

A {ltima desigualdade resulta da alinea anterior, ji que a positividade dos termos da sucessao (uy,)
garante que u, + 2 > 2 para todo o natural n. Em particular,
1 1

0< < =
24+ upi1)(2+u,) 4

[0.8] (c) Justifique que (uy,) é convergente e determine o seu limite.



Resposta: Pela alinea anterior, e por um resultado visto na aula tedrica, a sucessao (u,) é de Cauchy,
logo convergente para um limite ! finito. Além disso, uma vez que os termos da sucessao (u,) sdo
positivos, sabemos que | > 0. Passando ao limite a relacao de recorréncia

1
Un =
+ 24+ uy,
concluimos que [ verifica
1
l = —
2+1
ou
P+20-1=0

Esta equagao tem rafzes [; = (—2+\/§)/2 =—-14vV2>0els—1—vV2<0peloque0<1=1.

Grupo 4 (Mude de folha)
Na folha de resposta do Grupo 4 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

1.  Considere a funcdo v : R — R tal que v(0) = 0 e v(x) = z5 - In(|z|) se x # 0. Podemos afirmar que:
(a) v nao é continua em x = 0. (b) wv é diferencidvel mas nao é continua em x = 0.
(c) v néao é diferencidvel em z = 0. (d) v é continua e diferenciavel em = = 0.

2. Seja f : [0,1] — R uma funcao real de varidvel real, continua em [0, 1], diferencidvel em ]0, 1] e tal que
f(0)=0e f(1) = 1. Trés das seguintes equagoes tem pelo menos uma solugao em |0, 1], cuja existéncia
é garantida pelos teoremas de Rolle, Lagrange ou Cauchy.

Indique qual a equagdo que podera nao ter solucao em |0, 1].

(@ (@-1)f(x) =0. () fl(z)=1.
© F@i)=1 @ f9- L

Grupo 5 (Mude de folha)

[L.2] (a) Considere a funcao f :] — /7, +o0[\{0} — R, definida por
6:1;(;;)“ se x €] —+/m0]
fz) =
71:20i(f) se x>0

Utilizando a Regra de Cauchy, mostre que f tem limite em x = 0.

Resposta. Em ambos os ramos verificam-se as condigoes de aplicabilidade da Regra de Cauchy no
estudo do limite em z = 0. Em particular, temos uma indeterminacao de “tipo %”. No caso do
primeiro ramo, temos

e —1—=x . e —1 er —

lim & ¥~ fim S —
o30- sin(z2) T30 2z cos(z?) on0- @

1 1
12 cos(z?) = 3



[1.3]

[0.5]

[2.0]

atendendo ao limite notdvel em 0 de (e® — 1)/z e ao facto que lim,_, cos(z?) = 1. Temos também

lim 1 fzcos(x) — lim sin(xz) - lim sin(z) 1 L 1
z—0+ e —1 z—0+ 2xe” =0t T 2e* 2

atendendo ao limite notdvel da fungao sin(x)/z em z = 0 e ao facto que lim,_,o ¢’ = 1. Deste modo,

conclufmos que lim,_,q f(z) = 3.

(b) Escreva a férmula de Taylor de ordem 1 em z = 0 da fungéo sin(2z), com resto de Lagrange, e conclua
que, se x # 0,
|sin(2x) — 22| < 4|23

(nota: pode utilizar a desigualdade |sin(a)| < |a| para o # 0.)

Resposta:
Temos
sin’(2x) = 2 cos(2z) , sin”(2x) = —4sin(2x)
pelo que, pela féormula de Taylor com resto de Lagrange em = = 0, temos
—4sin(2
sin(2z) = 2z + waﬂ

em que c estd estritamente compreendido entre 0 e . Daqui resulta,

—4sin(2
|sin(2x) — 2z| = ‘sm(c)x2

51 < 22| - 2? < 4|23

sendo a primeira desigualdade justificada por |sin(a)| < |a| (em que o # 0) e sendo a segunda
desigualdade justificada por 0 < |¢| < |z].

Grupo 6 (Mude de folha)

Uma massa pontual suspensa a uma mola e sujeita a uma forga de atrito tem um movimento vertical
oscilatério amortecido. Admita que a distancia da massa pontual ao solo h (em metros) é dada, como fun¢ao
do tempo t (em segundos), por

h(t) =1+ e~ V3 cos(3t)

em que t € [0, 5]

(a) Verifique que

W(t)=3-e V3. <—\/3§ cos(3t) — sin(3t)> (t € }O,

b0l 3

)

Resposta: Temos

3
h'(t) = —\/3e V3 cos(3t) + e V3. (—3) -sin(3t) = 3 - e V3. (—\g cos(3t) — sin(3t)>
(b) Determine o instante ¢y € [0, 7] em que a distancia h é minima.
Resposta: Estudemos o sinal da derivada de h. Temos h/(t) = 0 equivale a

—g cos(3t) —sin(3t) =0

e, supondo cos(3t) # 0 temos

tan(3t) = —?



(1.2]

Resolvendo em R, temos
3t = f% tkr kel

ou - -

t=——+k—

18+ 3

Assim

bm
() <0 t €], —
(<0 s tel0, o]

¢ 5
/ o T
R'(t) >0 se t€}18’2{

Concluimos que h é estritamente decrescente em [0,57/18] e estritamente crescente em [57/18,7/2]

atingindo por isso um minimo absoluto em t = ?—g.

Grupo 7  (Mude de folha)
Na folha de resposta do Grupo 7 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

cosh(2)
Qual dos seguintes integrais resulta de Vx? — 1dz apds a mudanga de varidvel x = cosh(¢)?
1

(a) /O sinh2() dt (b) /O sinh () dt

cosh(2) 2
(c) / sinh?(t) dt (d) / sinh(t) - cosh(t) dt
1 0
Qual das seguintes expressoes permite calcular a area da regiao

1 1
D::{(amy)eRQ: §§m§27 O<y<min{,x}}
x
2 1 2
—d b d —d
@ [ S @) [ wtes [ L

14 2 2
(c) —dx + / xdz (d) / xdx
1T 1
2 1 2

Grupo 8 (Mude de folha)

Deduza, através da resolucao de um sistema, coeficientes a, b e ¢ tais que

x? a b c

+ +
(x+1)2(x—-1) z+1 (xz+1)2? =z-1
e determine a primitiva F' do primeiro membro da equagio que verifica F'(0) = %7 indicando o intervalo
em que se encontra definida.
Resposta: Escrevemos

x? a b c a(z? — 1) +b(x — 1) + c(z + 1)?

(r+1)2(x —1) x—|—1+(x—|—1)2+x—1_ (x —1)(z +1)2



[13]

[1.2]

[1.3]

(b)

(a)

(b)

ou
x? (a+c)x® + (b+2c)r+ (c —a—b)

(x+1)2(x—1) (x —1)(z+1)2

donde resulta
at+c=1, b+2¢c=0, c—a—-b=0,

Resolvendo obtemos ¢ = i, a= % eb= —%. Concluimos

2 3 1 1
z _ 13 i
/(x—l—l)Q(x—l)dx_x—i-l EESIEA R
ou 9 3
T 1 1
T =3 P4 4 (=1
/(x+1)2(x—1)dx g+ 1D+ 5a7=y Hnlle -1 +e

A condi¢do F(0) = 1/2 determina % + ¢ = 0 pelo que ¢ = —1. O domfnio de F é o intervalo | — 1,1]
uma vez que é o maio intervalo contendo o ponto em que é dada a condigao inicial.

vz
2
Utilizando a técnica de integracao por partes, calcule / arccos(x) dz. Apresente o resultado numa
0

forma simplificada. (recorde: arccos’(z) = *ﬁ)

Resposta: Temos

2 2 vz
’ 32 2 x V2 V2 5
dr = 2 _ _ dr = . _ 1 — 22
/0 arccos(z) dz = [z arccos(z)], /0 Vg = = - arccos ( 5 ) [1/ z }0
donde e
/7 (2)d V2 o7 1 V2
T 3 - . _ _ -
; arccos(z) dr = —= - & 5

Grupo 9 (Mude de folha)

Seja C' uma constante real. Considere a funcao real de variavel real

T+ T
¢(37)=/ COSQ(t)—i—C'dt—/ cos?(t) + Cdt, reR.
0 0

Justique que ¢(z) é uma funcio constante (sugestdo: calcule ¢'(x)).

Resposta: Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos
¢'(x) = cos?(x + ) — cos?(z)

e, tendo em conta que a funcao cos?(x) é m-periédica, concluimos que ¢’ = 0 em R o que implica que
¢ é uma funcgao constante.

1
Calcule / e 3T ¢ dx. (apresente o resultado na forma simplificada)
0

1
Iz

Resposta: Calculamos

1 1 1
—3x . —3x : —3x S -3 -3
/0 €T Yz du 21_%1/6 S Y du = limy {36 + ng] T3¢ Tty t3T G 3¢



