CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA 28 de Junho 2019

Departamento de Matematica Duragao: 1h 30m

ct FACULDADE DE Melhoria 1.° Teste de Andlise Matemdtica 1

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta: 1,2 wvalores. Resposta errada com elementos justificativos: 0 wvalores. Resposta errada sem
elementos justificativos: (—0,4) valores.)

1. Considere o subconjunto de R definido por B := (]0,1[[NQ) U {n}. Qual das seguintes afirmagoes ¢é
verdadeira?

(a) int(B) =]0,1] (b) Fr(B)={0,1,7} (c) B'=10,1] (d) Ext(B) = R\{r}

2
2. Considere o sucessao u, = (—1)" - n - sin (> Podemos afirmar que:
n

(a) liminfu, = -2 (b) lim|u,| =1 (c¢) limu, =2 (d) lim|u,| =400

3. Considere a fungao definida em R\{0} por f(z) = e~ . Considere a sucesso u, = 2>, Qual o limite
da sucessao f(un)?

(a) 0 (b) 1 (c) e (d) +o0

4. Considere a funcio g : R — R tal que g(x) = (xsin(z))?. Podemos afirmar que:
(a) g tem minimo e tem maximo. (b) ¢ ndo tem minimo e nao tem méximo.

(c¢) ¢ tem minimo e nao tem maximo. (d) g ndo tem minimo e tem méximo.

5. Seja h : R — R definida por h(z) = In(e” + 1). Podemos afirmar que:
(a) h ndo tem inversa para a composi¢ao de fungoes.
(b) h admite inversa e o dominio de h~! é R.
(c) h admite inversa e o dominio de h~" é |0, 4-ocl.

(d) h admite inversa e, para todo o x pertencente ao dominio de h~!, tem-se h~!(z) = h(x).

(Continua no verso)



[2.5]

[2.5]

Grupo 2 (Mude de folha)

(a) Prove, por indugao, que
Z(—l)k~k:n para todoon € N

k=1
Resposta: Verifiquemos a base de indugao, isto é, que igualdade é verdadeira para n = 1:

22:((—1)’“~k):—1+2=1

k=1

logo verifica-se a base de inducao. Verifiquemos que a propriedade é indutiva.

2n 2(n+1)
Supondo que Z((fl)k - k) = n, mostremos que Z ((—=1)* - k) = n + 1. Temos
k=1 k=1
2(n+1) 2n
SR =) (D R+ (DT n+ )+ (-1 P4 2) =n— (n+1)+ (n+2) =n+1
k=1 k=1

pelo que a propriedade é indutiva. Concluimos pois que a propriedade é verdadeira para todo o n € N.

(b) Seja € > 0. Determine uma ordem p € N tal que, para todo o n € N,

(n+1)‘
In <e€
n

O que pode concluir quanto & sucessao wy, = In(n + 1) — In(n)?

n>p =

Resposta:

Temos que

n+1

In <€
n
n+1

In <€
n

posto que In((n + 1)/n) > 0. Resolvendo, temos

equivale a

1
14+ - <ef
n

ou
1
e —1

Se tomarmos em particular p um nimero natural superior ao segundo membro, temos, para n > p
n+1
In <€
n

In (": 1) —ln(n+1) - In(n) = wy,

n >

Ora

pelo que concluimos que a sucessao (wy,) verifica a condi¢do de convergéncia para o limite 0.

Grupo 3 (Mude de folha)

Considere a sucessao (u,) definida por

u; =1, Upt1 = para todo o n € N

24 uy,



[1.0] (a) Mostre que u, > 0 para todo o n € N.

Resposta: Faremos a demonstragdo por indugdo. A afirmacio é verdadeira para n = 1. Supomos a
afirmacao verdadeira para n, isto é u,, > 0. Temos entao

1
U =—2>0
n+1 9 i u,
o que prova a indutividade da afirmacao e portanto, a sua veracidade para todo o natural n.
[2.0] (b) Verifique que
1
[tnt2 — Unt1] < 1 [Unt1 — Un| VneN
Resposta: Temos
1 1 [tn, — Ung1] 1
U — U = — = < —.|u —u
[uns2 ni1] 24 Up+1 2+ un (24 upt1)(2+u,) ~ 4 fun-1 nl

A tltima desigualdade resulta da alinea anterior, ji que a positividade dos termos da sucessao (uy,)
garante que u, + 2 > 2 para todo o natural n. Em particular,
1 1

0< < =
2+ upt1)2+u,) 4

[2,0] (c) Justifique que (u,) é convergente e determine o seu limite.

Resposta: Pela alinea anterior, e por um resultado visto na aula tedrica, a sucessao (u,) é de Cauchy,
logo convergente para um limite ! finito. Além disso, uma vez que os termos da sucessao (u,) sdo
positivos, sabemos que | > 0. Passando ao limite a relacao de recorréncia

1
Uptl = ——
g + uy,
concluimos que [ verifica
1
l=—
2+1
ou
P+20-1=0

Esta equacdo tem raizes I = (=2 +v/8)/2=—14+v2>0ely —1—+/2 <0 peloque 0 <1 =1.

Grupo 4 (Mude de folha)

[1.5] (a) Recorda-se que, para a,b € R, define-se max{a,b} = max{b,a} = a se e 86 se a > b. Por exemplo:
max{3,7} ==
Sabe-se que, se (u,) e (vy,) sdo sucessdes convergentes tais que limw,, = [; e limv,, = ls, entdo
lim max{u,, v, } = max{l;,l2}
Utilize este facto para mostrar que, se f,g: I — R sao fungoes continuas num intervalo I, entao
h:T1—R, h(z) = max{f(z),g(z)}

é uma fungao continua.



Resposta: Seja xg € I e seja (z,) uma sucessao de elementos em I convergente para zo. Como f e g
sao fungoes continuas em I, temos

lim f(zn) = f(zo) e limg(z,) = g(zo)
Pela propriedade referida no enunciado, teremos entao
lim h(zy) = max{f(zn), g(zn)} = max{f(zo), g(w0)} = h(zo)

(esta igualdade nao depende da sucessdo convergente para xo considerada nem do ponto zp). Con-
cluimos que h é continua em I.

[2.5] (b) Mostre que a fungdo continua h :]0, +oo[— R definida por
h(z) = max {ln <”> ,arctan(z — 1)}
z+1
tem pelo menos uma raiz.
(sugestao: estude os limites de h em 0" e em +o00 e aplique o Teorema de Bolzano.)

Seja x,, — 0F. Temos

e-xy

lim =0t e limz,—1=-1
T, +1
logo
lim In (;n i”l) =—o00 e limarctan(z, —1) = _g
donde
lim h(z,) = .
" 4
e concluimos que lim+ h(z) = —% Consideremos agora z, — +00.
x—0
lim € zn =e e limz,—1=+4
Zn +1
logo
lim In (zen—inl) =1 e limarctan(z, —1) = g
donde

lim h(z,) = g

e concluimos que lir+n h(z) = —. Como h é continua em ]0,+oo[ (gozando por isso da propriedade
Tr—r+00

s
2
s
1

do valor intermedidrio) e 0 €] — §, Z[, concluimos que h tem pelo menos uma rafz em |0, +o0].

Nota: Este item pode ser resolvido por via algébrica, identificando a raiz o = (e — 1)~! da funcao
In ( ZL ) e justificando que h(zg) = 0.

x+1



