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ct FACULDADE DE 1.° Teste de Andlise Matemdtica 1

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta: 1,2 wvalores. Resposta errada com elementos justificativos: 0 wvalores. Resposta errada sem
elementos justificativos: (—0,4) valores.)

1. Seja D o dominio da funcio de varidvel real f(z) = /2 — 22 - In(2?). Qual das seguintes afirmagcoes é
verdadeira?

(a) 0€intD (b) FrD = {-v3,v2}  (c) 0eBxtD  (d) FrD = {-v2,0,v2}

cos(n

n
2. Considere o subconjunto de R, A = {(1 + 7T)) tn € N}. Qual dos seguintes conjuntos é o

derivado A’ de A?

(@) {7'} (b) {-1,1} (e) {e7',e} (d) {e}

n

3. Qual o valor de lim n — \/n2 — 1?
(a) -1 (b) 0 (c) 1 (d) +o0

4. Considere a funcdo injectiva g : [0, 3] — R tal que g(x) = arccos(v1 — z). Qual das seguintes fungdes
é a inversa g~ ! de g?

(a) hi(y) =sin*(y), ye[0,5] (b) ha(y) =sin’(y), yelF. 3]

(¢) hs(y) =cos’(y), yel0,F] (d) ha(y) = arcsin(l —y?), ye0,3]

5. Seja f : R +— R definida por f(x) = arctan ( > Podemos afirmar que:

14 22
(a) f ndo tem mdximo e ndo tem minimo. (b) f tem méximo e néo tem minimo.

(¢) f nao tem mdximo e tem minimo. (d) f tem miximo e tem minimo.

(Continua no verso)



Grupo 2 (Mude de folha)

Considere a sucessao

2": 1 LS S 1
S, = _— —_— ‘e -
" —k(k+1) 120 203 n-(n+1)
[2.5] (a) Prove por inducao que
1
n=1-
s n+1
Resposta: Temos que s = % =1- % pelo que se verifica a base de indugao. Mostremos que a

propriedade é indutiva. Admitimos que a igualdade é verdadeira para n (hipétese de indugao) e

justificamos que
1

n+2

Spy1=1—

Escrevemos

o 1

n 1
Sn+1:;m:;k(1€+1)+(n+1)(n+2)

Por hipétese de indugao temos

L 1 gy —et+1 o (n+D) 1
T T L T e )+ 2) D +2)  m+Dm+2) n+t2

Logo a propriedade é indutiva e concluimos que é verdadeira para todo o natural n.

[2,5] (b) Seja e > 0. Utilizando a alinea anterior, indique uma ordem p tal que, se n > p, tem-se
lsn, — 1] <€

O que podemos concluir quanto & sucessao (s,)?

Resposta: Temos, pela alinea anterior,

1
n+1

1
n+1

Sp—1]=1—- -1 =
|
pelo que

1 1
<e & n>--—1
n—+1 €

1

s, — 1| <e <

Donde, se tomarmos p um natural maior ou igual a |[e~! — 1|, concluimos que se n > p, tem-se |s, — 1| < e.

Podemos entao concluir que a sucessio (s,,) verifica a definigdo de convergéncia para o limite L = 1.

Grupo 3 (Mude de folha)

-2
Considere a fungao f : RT — R definida por f(z) = Smﬁ(l’)'
[2.5] (a) Estude a existéncia de limite para f em 0" e em +oc.

Resposta: Temos

z—0t1 2 z—01 T

o @) <Sin(:p))2



[2.5]

[2.0]

[2.0]

(b)

pelo que, pelo limite notavel da fungao seno em z = 0,

.2
sin”(z
lim §)zﬁ:1
z—0t T
Posto que
.2
sin®(x) 1
=@ =2
temos que

1
0 < liminf f(x) <limsup f(z) < lim — =0

r—r+00 T— 400 r—00 I
pelo que lim,_, 4 f(x) =0.

Mostre que f tem um méaximo relativo em cada intervalo I,, =|nm, (n 4+ 1)7[ com n € N.

(sugestao: determine os valores de f na fronteira de I,, e utilize o Teorema de Weierstrass).

Resposta: Supomos n € N fixado. Pelo Teorema de Weierstrass, f tem maximo e minimo no intervalo
[nm, (n + 1)x]. Temos f(nm) = f((n+ 1)m) = 0. A afirmacdo ficard provada se mostrarmos que f
atinge um maximo estritamente positivo. Ora

T 1
ma. > (n +f):7>0
[mmﬁmf_f "T2) T w2

o que demonstra o resultado.

Grupo 4 (Mude de folha)

Sabe-se que a equagdo x = 27% tem uma tUnica solugdo xg € R.

(a)

(b)

Mostre que xg € ]%, 1[.

(sugestao: estude a existéncia de um zero para a funcao h(x) =z —277).

Resposta: Considera-se a funcdo definida em R por h(z) = x — 27%. Trata-se de uma fungéo continua
(diferenca da identidade e de uma funcao de tipo exponencial) pelo que, em particular, encontra-se nas
condigdes do Teorema de Bolzano (ou do Valor Intermedidrio). Tem-se

1 1 .1 1 1 V2
h — :7—277:7—7:7—7
() ke 2 <0
1
h(l)=1-2 :§>0

Logo, pelo corolario do Teorema de Bolzano, existe um zero ¢ da fungao A no intervalo ]%, 1] que verifica

¢ = 27¢ Como sabemos que a solugao desta equagao é unica, concluimos que ¢ = xg, e portanto que
1

To 6] bR 1[

Sabendo que
1 1
277 27| < = |z — Ve,y € [, 1
| <gelo-ul voye 3]
mostre que a sucessao definida por
Uy = 1a Un+1 = 27 Un

é convergente para .



(sugestao: mostre que u, € [3,1] para todo o n € N e conclua que (u,) é convergente).

Resposta: Comecemos por demonstrar que u, € [%, 1] para todo o n € N. A afirmagéo é claramente
verdadeira paran = 1. Admitamos que u,, € [%7 1] (hipétese de indugao) e verifiquemos que tal implica
que uny1 € [1/2,1] (tese de indugdo). Temos, pelo decrescimento da fungéo z — 277,

<up, <1 =271<oun <973 <20 =

N =

logo u,41 € [1/2,1]. A propriedade é pois indutiva, logo verdadeira para todo o n.

Podemos entao concluir, do enunciado da questao, que
— 2_'an+1 2—un < ]‘
[nt2 — Uny1| = | - | < §|un — Un 1]
Verificam-se entao as condigbes de um lema das aulas Tedricas que garante que u,, ¢ uma sucessao de

Cauchy (neste caso, com a = %) Logo u, é convergente para um valor I que verifica [ = 27!, Ou seja,
pela unicidade de solugao para esta equacao, | = .



