CIENCIAS E TECNOLOGIA .
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA 15 de Maio 2019
Departamento de Matematica

ct FACULDADE DE 2.° Teste de Andlise Matemdtica 1

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta: 1,2 wvalores. Resposta errada com elementos justificativos: 0 wvalores. Resposta errada sem
elementos justificativos: (—0,4) valores.)

1. Qual a férmula da derivada da funcao g(z) = arctan(e®)?
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2. Considere uma funcao h, definida em R, duas vezes diferenciavel e tal
' (x) = (z —1)* =
Podemos afirmar que:
(a) O gréfico de h ndo tem pontos de inflexao.
@ O gréfico de h tem uma inflexdo no ponto de abcissa x = 0.
(c) O gréfico de h tem uma inflexdo no ponto de abcissa x = 1.

(d) O gréfico de h tem dois pontos de inflexdo distintos.

3. Considere a fungéo v : R — R tal que v(0) =0 e v(z) = x - In(|x|) se  # 0. Podemos afirmar que:

(a) v nao é continua em x = 0. (b) wv é diferencidvel mas nao é continua em x = 0.
(c) v néo é diferencidvel em z = 0. (d) wv é continua e diferencidvel em z = 0.
4. Seja f:[—1,1] = R uma fungéo real de varidvel real continua, diferencidvel em | — 1,1[. Admita que

f(=1) = f(1) e que f'(0) = 2. Os teoremas de Rolle e Darboux permitem-nos afirmar que:
(a) Existe c €] —1,0[ tal que f'(c) < 0. (b) Existe ¢ €]0, 1] tal que f'(c) < 0.
(c) Existe ¢ €] — 1,1] tal que f'(c) = 1. (d) Existe ¢ €] —1,1] tal que f”(c) > 0.

5. Counsidere a fungéo w : R — R definida por w(z) = kx — sin(2z) em que k é um parametro real. Qual
o conjunto de valores de k para os quais w é estritamente crescente?

(a) R* (b) [2,+00] (c) 12,+o0] (d) [1,4o0]

(Continua no verso)
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Grupo 2 (Mude de folha)

Considere a fungao f: RT — R, definida por f(z) =z (In(z + 1) — In(z)).

(a)

(b)

(c)

Verifique que
1

rz+1

f(x)=In(z+1) —In(z) -

Resposta: Aplicando a regra da derivacdo do produto, obtemos

1 1

) =In(z+1)—In(z)—=z- ! !

] =In(z+1)-In(z)———

z+1

f'(z) = 1-(In(z+1)~In(z)) +2- (:z: +1 2z

Seja x > 0. Utilizando o Teorema de Lagrange no intervalo [z, z + 1], prove que

In(z+ 1) — In(z) > %-1-1

O que pode concluir quanto a monotonia da funcao f7

Resposta: Consideramos a funcao ¢ — In(t) no intervalo [z, z + 1] com z > 0. A fungdo considerada é
continua em [z, x + 1] e é diferencidvel em |x, x + 1, pelo que estao reunidas as condi¢oes do Teorema
de Lagrange. Aplicando este teorema, obtemos

1 1) -1 1
n(z+1) =~ In(x) = - para certo ¢ €]z, x + 1]
z+1l—-z c

Concluimos, do facto x < ¢ < x + 1 e do decrescimento estrito da funcao t — % em RT, que

1

In(z +1) — In(x) > 11

Em particular, a funcao f, definida na alinea anterior, verifica
f(z)>0 V>0

pelo que é estritamente crescente.

Estude lim f(x).

T—r+00

Resposta: Para x > 0, escrevemos

f@)=z (n(z+1) —In(z)) =z In <5”+1> ~In KH 1ﬂ

X

Posto que

1 xr
lim (1 + ) =e
T—+o0 xT

concluimos que o limite estudado ¢é igual a 1.

Alternativamente, podemos escrever

fz) =

In(z + 1) — In(z)

O estudo do limite do segundo membro em +oo cumpre as condigoes do Teorema da Regra de Cauchy.
Em particular, numerador e denominador tendem para zero em +oo. Aplicando esta regra, obtemos

1

. . z(z+1) . x
| =1 — =1 =1
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Grupo 3 (Mude de folha)

(a) Escreva a férmula de Taylor de ordem 1 em 2 = 0 da funcao cosh(z), com resto de Lagrange, e conclua

que, se x # 0,
2

cosh(z) > 1+ %

(recorde: cosh(z) = em';eﬁ; cosh?(x) = 1 + sinh?(x))

Resposta: Recordamos a féormula de Taylor de ordem 1 com resto de Lagrange em = = a:

f"(c)
2!

f(@) = fla) + f'(a)(z —a) +

(x —a)

em que c estd compreendido entre a e x.

Temos
cosh’(x) = sinh(x), cosh”(z) = cosh(z)
logo
h h
cosh(z) = cosh(0) + sinh(0)x + COSQ#‘% =1+ (:()52#‘%2

Em particular, como ¢ # 0
cosh(c) = /1 4 sinh?*(c) > 1

logo, posto que 22 > 0,

1
cosh(z) > 1+ 5:32

(b) Sejam a e b ntimeros reais tais que 0 < a < b. Prove que existe ¢ €]a, b] tal que

el — e

() —In(a) < °©

Resposta: as fungoes f(z) = g(x) = In(x) verificam as condigdes do Teorema de Cauchy no
intervalo [a,b]. Em partlcular g ( ) = % # 0 se x €la,b]. Temos entdo, por este teorema, que, para
um certo ¢ €]a, b,

Grupo 4 (Mude de folha)

Considere a fungao g : RT — R definida por g(t) = e~*. Dado P = (x,e~%) um ponto no grafico de g
e seja r a recta tangente ao grafico de g no ponto P. A recta r intersecta o eixo das ordenadas e o eixo
das abcissas nos pontos ) e R respectivamente. Denotamos por A a area do triangulo OQR, em que O é a
origem do referencial.

(a) Verifique que a drea A do tridngulo OQR é dada, em fungao da abcissa « do ponto P, por

Alx) == -e - (z+ 1) (x > 0)

1
2
Resposta: A equagdo da recta r, tangente ao grafico de f no ponto (z,e~%) é dada por

ylt)=—e(t—a)+e T =—eTt+e ¥ (1+ 1)



[2.0]

(b)

A recta r intersecta o eixo das ordenadas no ponto @ = (0,y(0)) = (0,e™(1 + x)) e intersecta o eixo
das abcissas no ponto R = (to,0) em que

—e "to+e *(14+2)=0 ou to=(1+x)

A drea do triangulo OQR é pois

~(1—|—:v)-(1—|—x)e_””:%-e_‘”'(m—i—l)2

N

1
Az) = B “to-y(0) =
Justifique que A(z) atinge um méximo num tnico ponto .-

Resposta: Derivando, obtemos, para x > 0,

Al(z) = —% e (z 4+ 12+ %e‘” 2(x+1) = %e"”(x—i—l) (—x—142) = %e"”(x—i—l) (—x+1)

Posto que

1
5671(1+1)>0 para z >0,

o sinal de A’ é determinado pelo sinal da expressdo —x + 1. Ou seja, A'(x) > 0se z €]0,1[ e A'(z) <0
se x > 1. Por um corolario do Teorema de Lagrange, concluimos que A é estritamente crescente em
10, 1] e estritamente decrescente em [1,4+o00[. Logo A atinge o seu mdximo num tinico ponto Z,q, = 1.



