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ct FACULDADE DE Correccao Exame Final de Andlise Matemdtica 1

Escreva nome, n° de aluno e curso em cada folha.
Cada grupo de resolugao devera ser enviado num ficheiro separado.
Justifique as suas respostas e apresente os cdlculos efectuados.

Grupo 1
Indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta com elementos justificativos: 1,0 wvalores. Resposta errada ou sem elementos justificativos: 0
valores.)

1. Indique o derivado A’ do conjunto

A={reR: 0<z<1}U{zeR: z=(1+1/n)" neN}
(a) 0 () [0,1]U{e} (¢) {0,1,¢} (a) [0,1]

Exemplo de elemento justificativo: definicao de ponto de acumulacao; identificagao do limite da su-
cessao (14 1/n)™.

2. Qual das seguintes sucessoes é de Cauchy?
(a) up=In(n+1)—-In(n) (b) v,=(n+ D2 —n? (c) z,= ns (d) wpo=0Q4+(1")n

Exemplo de elemento justificativo: referir equivaléncia entre sucessao de Cauchy e convergéncia. Al-
ternativamente, clculo do limite de In(n 4+ 1) — In(n) = In(1 + 1/n)

Grupo 2  (Mude de folha)

h(x) —1
Counsidere a funcdo f : R\{0} — R definida por f(z) = cosh(z) — 1 (recorde: cosh(z) = (e* +e7%)/2).
x
. 1 er—1 e % — L. , - .
[1,0] (a) Verifique que f(x) = 5 ( — 2 > e, recorrendo a um limite notavel da fungao exponencial,
T —x

mostre que lim,_,o f(z) = 0.

Resposta:
(i) Temos
f(x) cosh(z) =1 (e*+e®)/2—-1 (e*+e*)—2 1 [e*—1 e *-1
xTr) = = = S —
x x 2z 2 x (—x)

(ii) e pelo limite notavel lim,_,o(e? — 1)/y = 1, temos

lime —e =1—-1=0
z—0 T (7I)




[1.5]

[1.5]

[1.0]

(b)

Sabendo que e > 1+ + 2 para 2 > 0, mostre que lirf f(z) = 4o00. Utilize o Teorema de Bolzano
T—r+00

e a alinea anterior para justificar que a equagdo f(x) = 1001 tem, pelo menos, uma solugao positiva.

Resposta:

cosh(z) — 1 - 1+x+2%2/2-1
x x
(ii) Daqui resulta

(i) Temos

1 2/2 -1
lim f(z) > lim tzt+at = lim 1—|—§:+oo

r—r+o0 r—r+00 xX r—r+00

(iii) Como limy_,o f(z) = 0 e limy_, 4o f(z) = +00, existem 0 < a < b tal que f(a) < 1001 < f(b).
Tendo em conta que f é continua em [a, b], a afirmagao resulta da aplicagdo do Teorema de Bolzano a
f restrita ao intervalo [a, b].

Grupo 3 (Mude de folha)

Considere a sucessao definida por

(a)

(b)

n

Prove por indugao que

1
Uy <2 — — Vn e N
n

(i) O método de indugdo consiste em verificar a base de inducao (1 < 2 — 1) e que a propriedade é
indutiva, ou seja que a hipotese de veracidade para a afirmacao indexada em n garante a veracidade
da afirmacao indexada em (n + 1).

(ii) Supondo que a propriedade é verdadeira para n, escrevemos

T L T Al T DT 0 (1)

(iii) Verifica-se

l+ 1 - 1
n (m+1) T n+l
pois
! gl— 1 L Vn e N

(n+1)! —n n+1:(n+1)n
1

logo up41 < 2 — Demonstramos assim a indutividade da desigualdade. A veracidade da

- n+1
afirmagao para n = 1 garante a sua veracidade para todo o n € N.

Justifique que u,, < un41 para todo o n € N. Utilizando a alinea anterior, estude a existéncia de limite
para (u,) indicando, caso exista, um majorante para o limite.

Resposta:



[1.5]

(i) Temos up+1 — up = 1/(n+ 1)! > 0 pelo que w41 > u,. A afirmagdo é verdadeira.

(ii) A sucessdo é pois mondtona e, pela alinea anterior, limitada, sendo por isso convergente. Como
uy, < 2 para todo o natural n, temos limu,, < 2.

Grupo 4 (Mude de folha)
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

Sabendo que g : R — R é diferencidvel em = = 0, que g(0) = ¢’(0) = —1, indique o valor de
300 _ o3

@) - g0

x—0 €T

(a) =3 (b) 0 (c) 3 (d) +oo

Exemplo de elemento justificativo: referir que o limite é o calculo de (¢%)'(x) = 3¢%(x)g’(z) em x = 0.

Qual o polinémio de Taylor de ordem 2 no ponto x = w/4 da funcao tan(z) ?
(recorde: tan’(z) = 1+ tan?(z))

(a) 1+2(x—m/4) (b) 1+2(z—7/4)+2(x —n/4)?
(¢) 1+ (z—n/4)+2(x—7/4)?+3(x — 7 /4)> (d) 1+x+2?

Exemplo de elemento justificativo: calculo dos coeficientes do polinémio de Taylor.

Grupo 5 (Mude de folha)

Mostre que a férmula de Taylor de ordem 1 com resto de Lagrange no ponto a = 0 da funcao arccos(x)
de ordem 1 com resto de Lagrange no ponto a = 0 é dada por

Cc 3?2

arccos(x) = g —x— a—aF =3 (x e [-1,1])

O que podemos afirmar sobre o valor ¢ presente na expressao?

Resposta:

(i) Recordamos que a férmula de Taylor de ordem 1 em a = 0 com resto de Lagrange de uma funcao
f duas vezes diferenciavel é

2

x
f(z) = fO) + [0z + ["(e) - 5
em que c estd compreendido entre 0 e x.
(ii) Calculamos
’ _ 1 " _ 21\ _ 1 2\—3
arccos (l‘)—*ﬁ e arccos’ (x) = <—(1—;z: ) 2) fi.(l—x )72 - (—2x)



[1.5]

(b)

(iii) Logo
2 2

S
2 (1-2)

arccos(x) = arccos(0) + arccos’ (0)x + arccos”(c) - 5

wjw
[\)

Usando a alinea anterior , calcule
arccos(z) — § +x

im 5
x—0 x€x

Resposta:

(i) Usando a alinea anterior, escrevemos

s
T e _a?
arccos(z) — 5+ 2 (1—c2)~3 2
2

x T
(ii) ou
—c
= 3
2(1 —¢?)?
(iii) Posto que ¢ esta compreendido entre 0 e x, teremos
arccos(z) — 5 +x -
im ( )2 2 = lim 763 =0
z—0 T =0 2(1 — 02)5

Grupo 6 (Mude de folha)
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

1
A mudanga de varidvel z = tan(¢) permite-nos concluir que / 1277 dz é igual a:
0 x

B 1 ! 1
(a) /O 1 + tan?(t) dt (b) /O 1 + tan?(¢) dt

i 1 ! 1
————dt d ————dt
© | T @ |
Exemplo de elemento justificativo: Calculo da mudanca de varidvel no integral.
N
Considere a fungao F :]0, +oo[— R, definida por F(z) = / cos(t?) dt.
1

Qual das seguintes expressoes é igual a F’(z)?

(a) cos(z) (b) V- cos(x)

[N

(©) %-af - cos(z) () z-cos(z?)

Exemplo de elemento justificativo: Invocacao do Teorema Fundamental do Célculo ou da regra da
derivada da funcao composta.

(Continua na pagina seguinte)



Grupo 7  (Mude de folha)

1
Ve
15 a) Calcule ——e dx
[1.5] (a) /0 T
(sugestao: observe que a fungdo integranda tem uma primitiva imediata)
Resposta:
(i) Temos
1 1
—¢ dr = u'(z)e"" dx com u(z)=+v1+z
| = v (x)
(i) Logo
/1 L VT gy = [e Hﬂ]l
0o V1+a? 0
(iii) pelo que obtemos
1
X /1+$2 _ \/i
—e dr=evV* —e
/0 V14 x2
[1.5] (b) Determine a,b,c € R tais que
-1 a n b c
x3—222 1 22 -2
e calcule a primitiva de ﬁ definida em ]0, 2] que se anula em x = 1.
3 — 2z
Resposta:
(i) Escrevemos
-1 ax(x—2)+bx—-2)+cx® (a+c)a?+ (b—2a)x—2b
3 — 222 x2(x —2) N x2(x —2)
e deduzimos b=1/2, a=1/4ec=—-1/4.
Concluimos
—1 d 1 1 n 1 1 1 1 d
— dx = — . = _— e — = = T
23 — 222 4 x 2 22 4x-2
(ii) Temos
1 1
/;dmzln(|x|)+c e /mzln(|m—2|)+c
(iil) Pelo que
~1 1 1,1
em que a condi¢do de anulamento em z = 1 determina ¢ = 1/2.
Grupo 8 (Mude de folha)
[1.5] (a) Seja f:[0,+oo[— R uma funcao continua tal que |f(z)| < 1 para todo o & > 0. Mostre que o integral

“+oo
impréprio I = / e~ " f(x) dx é absolutamente convergente.
0

Resposta:



[1.5]

(b)

(i) Temos

“+o0 “+o0
/0 e f(w)lde/O e f(x)| da

(i) Logo, como |f] <1,

+oo +oo
/ le™ f(x)| dz < / e Tdx
0 0

+oo
(iii) Como / e~ *dx é finito, concluimos que I é absolutamente convergente.
0

Fazendo v’ = e~* e v = sin(x) no integral do primeiro membro, utilize uma integracao por partes para
mostrar que

/ e Tsin(z)dx = / e cos(z) dx Yn € N
0 0

Tendo em conta o resultado da alinea anterior, mostre que
—+oo +oo
/ e Tsin(x) dx = / e " cos(x) dx
0 0

Resposta

(i) Utilizando a integragao por partes indicada, temos
nm nm
/ e "sin(z)dr = [—e ™ sin(ﬂc)]gwr - / —e " cos(x) dx
0 0
(if) Como sin(nm) = sin(0) = 0, concluimos

/ e sin(z) dx = / e 7 cos(z)dx
0 0

(iii) Posto que |sin(z)] < 1 e |cos(z)| < 1, resulta da alinea anterior a convergéncia dos integrais
impréprios considerados. Temos entao

—+oo nm nm —+oo
/ e Tsin(z)dx = lim e Tsin(z)dr = lim e ¥ cos(z)dx = / e ¥ cos(x) dx



