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Departamento de Matematica Duragao: 1h 30m

ct FACULDADE DE 1.° Teste de Andlise Matemdtica 1

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta: 1,2 wvalores com elementos justificativos. Resposta errada ou sem elementos justificativos: 0

valores.)
1. Considere o conjunto A C R definido por A =]—o0,0[U{1}. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?
(a) 0 pertence a fronteira de A. (b) A é limitado.
(c) 1 pertence ao derivado de A. (d) A é aberto.

\/n—|—2n2?
n+vn

(a) 0 (b) 1 (c) V2 (d) +o0

2. Qual o limite da sucessao u, =

3. Counsidere a sucessdo v, = In (1 4+ n). Indique qual das seguintes afirmacoes é falsa.

(a) (vn) é mondtona. (b) (vn) é uma sucessdo de Cauchy.

(¢) limw, = 4o0. (d) lim In 0
n

4. Considere a funcao bijectiva g : R — R tal que g(z) = 2z + sin(z). Sabendo que ¢g(0) = 0, qual o valor
de (g71)’(0), em que g~! representa a inversa de g para a composicio de fungoes?

(b) 1 (c) 3 (d) =

Wl =

(a)

5. Indique qual dos seguintes polinémios corresponde ao polinémio de Taylor de ordem 2, no ponto a = 0,
da fungao arctan(z).

2 2 2

5 @ T (c) x—i—? (d) z——

1
(a) 14+z+ 5

(Continua no verso)



Grupo 2 (Mude de folha)

[3.0] (a) Considere a sucessao definida por recorréncia
2
u =1, un+1:§oun+§ paratodoo n €N

Prove, por indugao que

Resposta:

(i) Temos que verificar a veracidade da afirmagdo para n = 1 e demonstrar que se a afirmagao for
verdadeira para n sera verdadeira para n + 1.

(ii) Temos uy = % + (%)1 pelo que se verifica a base de indugao.
(iii) Usando da hipétese de indugao, temos
W2 L2 (1 o\
Ty T Ty T3 37 \3 9

(iv)

(v) ou seja

1 2 n+1
=373

pelo que a proriedade é verdadeira para todo o natural n.

[2,0] (b) Utilizando a alinea anterior, dado € > 0 indique um valor p € N tal que
1
n>p = |up — §| <e

O que pode concluir quanto & convergéncia de (u,)?

Resposta:
11 /2\" 1 2\"
(i) Resolvemos |u, 3\ |3+(3) 3| <3) <e€
B 2 n
(ii) In [(3) ] =nln(2/3) < In(e)
(iii) Tendo em conta que In(2/3) < 0,
S In(e)
n>
In(2/3)

pelo que podemos considerar como p um numero natural maior ou igual ao segundo membro da inequagao.

(iv) Concluimos que a sucessao cumpre a condicdo de convergéncia para o limite 0.

Grupo 3 (Mude de folha)

sinh(x) '

Considere a fungao f : R\{0} — R definida por f(z) =
x



[2.5] (a) Recordando que sinh(z) = % verifique que

o) =3 (S )

Recorra ao limite notavel da funcao exponencial para mostrar que 1ir% f(z) = 1. Justifique que f
z—

admite prolongamento por continuidade em x = 0 e defina o prolongamento.

Resolugao:
(i) Temos
1 /e"—1 e *—-1 1 /e*—1 1—e7" 1 e —e™"
2( P ﬂ;)—z( P P )—z ;1@
.. et —1
(ii) Temos lim =1
x—0 x
—e_] v_1
(iii) Também temos lim ¢ = lim & =1
z—0 —T y—0 Yy
1
(iv) Pelo que lim f(z)=—--(1+1)=1
x—0 2

(v) Deste modo podemos concluir que a fun¢ao f(x) tem limite em = = 0 sendo este definido por
fl@)=f(z) se x#0,  f(0)=1

[2.5] (b) Utilizando a desigualdade
2

6$>1+I+% se >0

estude hrf f(z). Verifique que f(z) = f(—=x) e conclua sobre o limite de f em —oco.
T—r+00
Resposta:

(i) Temos, para z > 0,

sinh(z) e*—e® S l+z+2%2/2—e®
x x T

(ii) Temos 1 —e~* > 0 para « > 0 (ou alternativamente (1 — e~%)/x tende para zero em +0o0)

inh 2/2
(i) Pelo que Tim SPRE) o gy THEEV2 e e
Tr—r+00 €T r—r 400 X r—r+00
(iv) Temos
_ sinh(z)  e*—e™®  —(e"—e ) e T —e"
f@) = r 2z —2x - 2(-x) J(=2)

(v) Pelo que
lim f(z)= lim f(z) =400

T——00 T— 00

Grupo 4 (Mude de folha)



[2,0] (a) Justifique que a férmula de Taylor de ordem 1 com resto de Lagrange no ponto a = 0 da fungao
arctan(e”) é

" T T e — e3¢ 9
arctan(e)zz—l—g—kmx

(dé uma informagao relevante sobre a incégnita ¢ presente na expressao)

Resposta:

(i) Recordamos a férmula de Taylor solicitada

) = £0) + 7O + L0,

em que c estd estritamente compreendido entre 0 e z.

(ii) Temos f(0) = arctan(e®) = arctan 1 = 7/4;

x X

/ o € _ € / _ 1.
(iii) Temos f'(z) = T4 (2 1t pelo que f'(0) = 3;
x ! z 2z z | 2% x 3z
i (1+e*)—e"-e e’ —e
T ") = [ —< L =
(iv) Temos f"(z) <1 Jrezx) (1 + e22)2 (1+ e27)2

e a férmula apresentada resulta da simples substituigao das expressoes obtidas.

[2.0] (b) Utilize a igualdade anterior para determinar
- arctan(e”) — 5 — §
x—0 1‘2

Resposta:

(i) Resulta da alinea anterior

c 3c
Tox oy e —e” 2 _ m_ oz
1 T3t oagereyr?™ — 71— 3

2

(ii) o que simplifica na expressao
e’ — eSc

2(1 + ¢20)?

(iii) Tendo em conta que se x converge para zero, ¢ converge para zero (Lema das Sucessées Enqua-
dradas),

(iv) Concluimos

arctan(e”) — 7 — 3 . e — e3¢ 0
im =lim ——F5—=5=-=0
r—0 x2 c—0 2(]_ + 620)2 1

Fim



