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Departamento de Matematica Duragao: 2h 00m

ct FACULDADE DE 2.° Teste de Andlise Matemdtica 1

Escreva nome, n° de aluno e curso em cada folha.
Cada grupo de resolugao devera ser enviado num ficheiro separado.
Justifique as suas respostas e apresente os cdlculos efectuados.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta com elementos justificativos: 1,2 wvalores. Resposta errada ou sem elementos justificativos: 0
valores.)

1. Qual o valor de / x —sin(x) dz ?
0

2

(a) 1 () T -2 (c) 2 (d) 5 +2

Exemplo de elemento justificativo: calculo pela Regra de Barrow.

2. Seja f : [0,1] = R definida por f(z) = e”. Considere a particio P = {0, 1/2, 1}. Qual o valor de

(a) e—1 (b) (e—1)/2 (c) 2-e2 (d) (1—e)/2

Exemplos de elemento justificativo: cédlculo da expressao ou referéncia rigorosa as condigoes de aplica-
bilidade da proposicao do texto tedrico.

3. Considere a regido no plano delimitada pelos gréficos das funcoes f(z) = |z| e g(z) = z3. Qual das
seguintes expressoes permite calcular o seu valor? (sugestdo: esboce os grdficos de f e g)

1 1
(a) / 3 —xde (b) / |z| — 2® dx
0 -1
1 1
(c) / r— a3 de (d) / r— 23 de
— Jo -1
Exemplo de elemento justificativo: grafico da regiao pretendida.

xr
4. Considere uma fungao F', de varidvel real, definida por / 7] dt. Qual das seguintes fungoes poderd
-1

ser a sua derivada?

(8) itk R, file) = ®) fl-x0 R o) -
(c) f3:0,+c[=R,  f3(z) = —x% (d) fi:R\{0} =R,  fi(z)= _é

Exemplo de elemento justificativo: grafico da funcio 1/(2?) evidenciando assfmptota vertical e com
referéncia & néo integrabilidade de f em [—1,z] se z > 0.

5. Indique qual dos seguintes integrais impréprios é absolutamente convergente.



(a) /_J:Oe_xdx (b) /1+Oosin(i) do
o [ o [t

Exemplo de elemento justificativo: Majoragao do médulo da fungdo integranda pela funcio 1/(z?) e
referéncia a resultado de convergéncia.

Grupo 2 (Mude de folha)

[2,5] (a) Deduza os coeficientes a, b e ¢ tais que

32+ 2 +1 a b 2c-x
= = > —1
1) (x+1)(224+1) x—|—1+x2+1+x2—|—1 (@ )

e determine uma primitiva F' de f.
Resolugao:

(i) Escrevemos
322 + 2z + 1 (a+2¢)2® + (b+ 2c)x + (a +b)

(x+1)(2241) (x+1)(224+1)

(ii) e deduzimos

(iii) Concluimos

a
/x+1dm:aln(|x+1\)+k1
(iv)

2 -
/mzciﬂdx:cln(xz—i—l)—i—kg

(v) Concluimos:

242041
/(335 e dr=In(z+1) +In(z* +1) + k (x >-1)

x+1)(x2+1)

[2,5] (b) Enuncie a férmula de primitivagdo por partes. Utilizando duas primitivagées por partes, calcule a
primitiva 22 cosh(x) dz que se anula em x = 0.

(recorde: cosh(z) = (e® + e~ *)/2 e [cosh(x)dx = sinh(z) + ¢)
Resolugao:

(i) Recorda-se a férmula de primitivagao por partes

() /x2 cosh(z) dx = z? sinh(z) — /Qx sinh(z) du =



22 sinh(z) — (296 cosh(z) — / 2 cosh(z) dm)

x? sinh(z) — 22 cosh(x) 4 2sinh(z) + ¢
(v) O anulamento da primitiva em = = 0 determina
0? sinh(0) — 2 - 0 - cosh(0) 4 2sinh(0) + ¢ =0

ou seja ¢ = 0.

Grupo 3 (Mude de folha)

n
1
Pretende-se calcular I = lim ———du.
n—+too Ji x+ xln®(z)

[2,5] (a) Utilize a mudanca de varidvel x = e* para mostrar que, para todo o n € N,

n 1 In(n) 1
1« + xIn*(z) 0 1+¢

Resposta:

(i) A condigao z(t) = e’ implica 2'(t) = e'.

(ii) Temos que e* = 1 implica que t = 0.

(iii) Da mesma forma e = n implica ¢t = In(n).
(iv) Substituindo, obtemos

n 1 In(n) 1 .
—_ _dr= — . e dt
/1 x4+ z1n®(z) v /0 et + et(In(et))? ©

(v) O que implica, apds simplificacdo,

n 1 In(n) 1
1 z+zn"(z) 0 1+¢

+oo
1
[2.5] (b) Calcule o integral impréprio / e dt e utilize a alinea (a) para deduzir o valor de I. Resposta:
0

(i) Temos

M
1
/O m dt = [arctan(t)]é” — arctan(M) _ arctan(O)

(i) Logo

+oo

1

/ ——dt=_lim arctan(M)—0
0 1442 M—+o0



[1.0]

[3.0]

(a)

(b)

“+oo
1 ™
. ="
(iil) ou seja /0 e 3

(iv) Pela alinea anterior

In(n) 1 400 1
= lim —dt= / —dt

(v) pelo que I = .

Grupo 4 (Mude de folha)

Seja r : [0,27] — R* uma fungao continua e tal que r(0) = r(27). A fungdo vectorial
t— 7(t) - (cos(t),sin(t)), ¢ € [0,2n]

delimita uma regiao no plano cuja area é calculada por

27 2
A= / ") g
0

2

Admita que r(¢) é a fungao constante r = 1. Identifique a regiao delimitada por r e calcule a sua drea
utilizando a férmula dada.

Resposta:

(i) Sendo r = 1, a regido delimitada é o circulo trigonométrico.
2m
(ii) e o valor da sua drea é / 5 dt = .
0

Nas condigoes da alinea (a), seja r(t) = 1 — cos(t) com t € [0,27] (a regido delimitada tem forma de
coragio e a curva que a delimita é designada por “cardioide”). Utilize a relagdo cos(2t) = 2 cos?(t) — 1
para mostrar que

(1 —cos(t))? = g —2cos(t) + %cos(Qt)

Deduza, usando a féormula da alinea anterior, a area da regiao delimitada pela cardioide.
Resposta:

(i) Temos

1 1 1
(1 —cos(t))? =1 — 2cos(t) 4 cos®(t) = 1 — 2cos(t) + B + 5 cos(2t) = g —2cos(t) + 5 cos(2t)

(ii) Escrevemos

27 3 1
A= / — —cos(t) + — cos(2t) dt
, 4 1

2
(iii) Temos /0 — cos(t) dt = [—sin(t)]2".

2T

(iv) Temos ‘11/0% cos(2t) dt = E sin(2t)]

0



27 1
(v) Logo / —cos(t) + 1 cos(2t) dt = 0.
0



