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Equacoes Diferenciais

Uma equacao diferencial ¢ uma equacao em que incégnita é uma funcao
y=y(x) e que envolve uma ou mais derivadas desta funcdo.

Exemplos

2x+1=0- Nao é equacao diferencial
2y°=2x- Nao é equacao diferencial
2y’+y=2x-> E equacdo diferencial
y’=2x- E equacéao diferencial

Todas as seguintes sao equagoes diferenciais-

. Zi]—e = y(x fezxdx— > “C dy x)=J f(x)
. d_y:Sy o y'=3y o dy=3ydx
dx
o Nota: Apesar de equivalentes, o ultimo formato nao é desejavel
3ly(x)I°] _3

Segunda lei de Newton:
x(t)=Posicdo de particula no instante t

dy d*x
t,x(t),—=|=m——
f( x(0), 2 |=m L

Terminologia

Uma equacao diferencial diz-se ordindria quando a func¢ao incégnita define uma
unica variavel y=y(x)
Exemplo: y+y’=0 é ordindria mas yy’+zz’=0 nao é ordinaria.

A ordem de uma equacao diferencial é dada pelo maior grau das derivadas que
figuram na mesma.
dx
dy
y''+y=0 = equacao de segunda ordem

——=3y = equacao de primeira ordem



Solucoes de equacoes diferenciais

Uma solug¢do de uma equacao diferencial é uma funcao que satisfaz a equacao
diferencial num curto intervalo aberto I

Pode ser dada na forma explicita: e*+y=3<y=3-¢"

ou na forma implicita: log(x+4)+cos(xy)=4

sendo as mesmas diferenciadas pela isolabilidade do y

Uma solucao de uma eq. diferencial pode ser categorizada das seguintes formas:

* Solucao geral: Toda a expressao que envolve constantes e que engloba
todas as solucgoes.
Nota: A solucao geral de uma equacao diferencial de ordem m apresenta

m constantes

¢ Solucao particular: Nao é definida a custa de constantes arbitrarias.

* Solucao singular: Nao resulta da solugao geral por particularizacao das
constantes.

« Solucao estavel (ou em equilibrio): Solucao constante da equacgao
diferencial. y(x)=k (Dica: y'(x)=0 , e por)

As solugoes podem ser representadas com uma curva integral, um grafico que
representa as possibilidades para os diversos valores de constante.

A equacdo y=ce’™, x,ceR seria representada da seguinte forma:
1.0 T T

N C=2 y=2e*
. C=1 y=e”
x 00 4 C=0 y=0
| C=-1 y=—&*
C=-2 y=-2¢e>*

I .[] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

Exemplos de solucdes

dy 3x dy 3 x 7 ~ .
. _—3 - ’ I _—3 —3
1 X y y=e X€R X e y € SOlugaO partlcular

d_y_ _ 3x d_y_ 3x__ 7 ~
2. dX—By y=ce”, Xx,ceR dx-cSe =3y e solugao geral



Problemas de valor inicial

Um problema de valor inicial consiste numa equacao diferencial associada a uma
condicao inicial, (a qual vai permitir a descoberta de uma soluc¢ao particular do
problema).

Por exemplo a equacao Z—izS y dada uma condigdo inicial y(0)=2 seria

resolvida y=ce®* = 2=ce’™® = c=2
Conclui-se que y=2e>* é a solucdo do problema de valor inicial



Equacoes diferenciais ordinarias lineares de 12 ordem

Uma equacao diferencial é dita linear se tiver o formato y'+p(x)y=q(x)

Resolucao pelo método do fator integrante

Sendo P(X)=[ p(x)dx

E obtido um fator integrante u(x)=e"*'=e!/"¥* o qual deve de ser utilizado

para multiplicar todos os membros, tornando possivel a seguinte observacao:
(e"My) = y'e"Mip(x)ye™™ = e™(y'+p(x)y) = ™ q(x)

P(x) P(x)

q(x)

Sendo o processo de deducgao de y o segumte
e"My=[e"Mq(x)dx+c = y(x)=e"™[e"™Mq(x)dx+c

Fica estabelecida a igualdade (e"My)' = e

Caso particular (q(x) = 0)
Quando ¢(x)=0 , a deducgdo pode ser feita:

4

V'+p(x)y=0 & y'=—p(x)y o ¥
y#0 J}

=—p(x)

=log |y| fp Jdx+c c€R
=lyl=e!?
olyl=ke TP k>0

sy=ke TP¥*  keR\(0]

(x)dx+c

Resolucao com variaveis separadas
Aplicavel quando é possivel isolar as diferentes varidveis em parcelas.

h(y )dy_g( ) o dy_g( ) 1 Note-se que ¢g(x) s6 depende de x
dx dx h(y) h(y) s6 depende de y

Se h e g sao continuas num mesmo intervalo, com H e G as suas primitivas

[h(y dy dx=[g(x)dx < E a solugédo geral da equacgdo dada na forma implicita

Note-se que o funcionamento desta l6gica depende de
H (y)+02—G (x)+c, uma mudanca de varidvel, dai a obrigatoriedade de as
H(y)=G( X)+Cs, c;€R variaveis serem separadas.



Modelos de crescimento

Modelo de crescimento exponencial
Dado pela equacao y'=ky
k>0 - Crescimento

k<0 - Decrescimento

y'=ky e i}’—'=k = log(lyl)=kx+c = ly|l=c," = y=c,e™
CeR, C,eR\(0}, C,eR"

Assim sendo, y=c,e" é a solugdo geral deste modelo de crescimento

Este modelo serve para modelar quantias que variam com o tempo em fungao
delas mesmas, tais como uma populacao ou o decaimento de isétopos
radioativos.

Modelo de temperatura de newton

Dado pela equacdo y'=k(y—a), em que k é a taxa de variacdo (condutividade
térmica), e a a temperatura ambiente.

Pode ser utilizado para modelar a temperatura de um meio a dado instante,
(assumindo que nao ha interferéncia externa, leia-se, a constante).

y(t) —» Temperatura do meio no instante ¢ .



Campos de direcoes

Um campo de direcoes é uma forma de representacao de equacoes diferenciais.
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Para uma malha de pontos com um intervalo definido, é calculada a equacgao que
a satisfaz, sendo que o declive da derivada é colocado em cada um dos pontos.

Seguindo um caminho tem-se uma solugao particular da equacgao diferencial.
3.0

Caminhos conseguidos a
partir dos pontos iniciais:

y=—2 (Azul)
oL (0,-1) (Verde)
/ /'] (0,0) (Vermelho)

AR (0,1) (Roxo)

N (0,2) (Laranja)




Aproximacoes Lineares

Método de Euler

Utilizado quando se quer aproximar y, (que corresponde a uma posi¢ao x, )
partindo de um valor inicial. O valor inicial sendo representado (x, y,) -

Divide-se a distancia de x, (valor inicial) até x, em k segmentos idénticos.

o= , ou seja,

Estabelece-se um valor h (comprimento de passo) que é igual a
o comprimento de cada um dos segmentos.
Admite-se que (x;, yo+hf(x,y,)) como solugao intermédia.

Repete-se o processo até alcangar x,, cuja aproximacgao sera
(an yn—l+hf(xn—llyn—l)) .

\

}QW"OI"

W(x)+h f(x.»)

:;"ﬁ i [
v SRE——

|

|

|
X+h

., X X

Nota: Quanto mais pequeno for o comprimento de passo e maior o numero de
segmentos, melhor vai ser a aproximacao.



Topologia em R"

Conjuntos numéricos multidimensionais

Existem infinitos conjuntos numeéricos dentro dos N

previamente conhecidos. / = ;\\\
(r(aGzn)

A elevacdo de um conjunto a numero natural confere- | R \&\Z (N =
lhe dimensdes, pelo que R pode ser lido R' , mas é \/:/
possivel e desejavel a criagao de conjuntos de varias 1
dimensoes.

R' tem uma variavel real, as solucdo sdo representadas num plano.
IR*> tem duas variaveis reais, as solucao sao representadas num espaco.

IR® tem trés varidveis reais, as solugdes sdo representadas num hiperespaco.

z
Ly
J'P
X P
7 /A Z
v P // y /
X 7 X J}
. =
X / >
P
X




Vizinhancas

Uma vizinhanga de centro a e raio ¢ (a€eRAe>0) é representada:
V.(a) = [xeR":d(x,a)<e] = [xeER™:||x—da|<¢]

Em que |[x—a| é a norma euclidiana, sendo a mesma calculada:
II=lyy, - ya)l=A yi e+

Em R:

Ix=al=v(x,-a,)* =[x, ~a)<e & a;—¢ < x; < a;+e
ate

a-£ d
¢ . } >
Em RR*:
Ix—al = ||<X1,X2)_(a1,az)” = ||<X1_01,X2_az)” =

—_

\/<X1_a1)2+(xz‘az)2<€ < <X1_01)2<X2_az)2<€

Em R®:

Ix—all = V(x,—a,P+(x,—a,*+(x;—a,f < €

Nota: Em R’ a vizinhanca é uma esfera

Nocoes topologicas elementares
Seja AcR" e aeR"

Se a for ponto interior de A:
acint(A) = Je >0, V. (a)cA

Se a for ponto exterior de A:
acext(A) = Je >0, V (a)sR"\A

Se a for ponto fronteiro de A:
aefr(A) = Ve >0, V. (a)nA=0 A V (a)nR"\NA=0

Seja AcR", chama-se aderente (ou fecho) de A a A=int(a)ufr(A)
Seja AcR"
« Se A=int(a), A diz-se conjunto aberto.

+ Se A=A, A diz-se conjunto fechado



Geometria Analitica

Linhas cOnicas

Linhas coénicas sao representaveis num grafico bidimensional, por base numa
equacao de 2°grauem x e y.

Uma linha coénica diz-se degenerada quando é um Unico ponto, ou uma reta.

Elipses
Sao representadas pela equacgao:

2 2

X +Y_—1 Sendo A o raio da elipseem x, B oraioem y.

A B*

A+B>0 , caso contrario a equacao é de uma hipérbole.

I

A=4, B=

i
B

Hipérboles

Similares as elipses, mas AxB<O0.

A>0 | A<0 \ /
B0 /\ B>o/° \

Para uma hipérbole centrada na origem:

a

« O eixo positivo é o que detém os extremos das parabolas.
« O eixo negativo nao faz parte do contradominio.

A constante positiva define a distancia entre os extremos das parabolas.



Parabolas

Sdo representadas por uma equagcao em que uma das variaveis é do primeiro
grau e a outra de segundo.

By“=Ax" (k,®k,: Primeiro grau;  k,®k,: Segundo grau)

Se x* e A>0: Se x* e A<0:
Parabola desenvolve para y Parabola desenvolve para —y

Se y* e B>0: Se y* e B<0:

Parabola desenvolve para x Parabola desenvolve para —x

1
a




Superficies quadraticas

Uma superficie quadratica é representada pela equacao:
AX*+By*+C2*+ Dxy+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz+] =0

Degeneradas
+ Sem pontos: Xx*+y*+2°+1=0
« Um ponto: x*+2y*+32°=0<(x,y,2)=(0,0,0)
« Reta: x*+y°=0 (eixo 2z)
« Plano: 2°=0<=2=0 (plano XoY)
Dois planos: x*—y°=0e(x—y=0)v(x+y=0)

Elipsoides

X2 y2 22 B
—2+—2 ‘|'—2 — ].
a’ b® c
* Centrado na origem

« Intersegdo com os eixos em (+a,0,0)(0,=b,0)(0,0,%c)

» Seccoes paralelas aos planos sao sempre elipses
+ Se 2 semi-eixos iguais — Elipsoide de revolucao
* Se 3 semi-eixos iguais — Esfera

Hiperboloide de uma folha
2 2 2

i <8

oL
* Centrado na origem -

« Intersecdo com os eixos em (+a,0,0)(0,+b,0)
» Seccgoes paralelas a XY : Elipses
* SeccgoOes paralelas a XZ : Hipérboles

e Seccoes paralelas a YZ : Hipérboles



Hiperboloide de duas folhas

2 2 2
X,V 2

a’> b* ¢

Centrado na origem

« Intersegdo com os eixos em (0,0,*c)

+ Seccoes paralelas a XY - Elipses
* Seccoes paralelas a XZ - Hipérboles
e Seccoes paralelas a YZ - Hipérboles

Cone eliptico

XL,V Z
2 2 2

a b° c
« Intersecta os eixos em (0,0,0)
* Seccgoes paralelas a XY

o Caso z=0 - Ponto (0,0,0)

o (Caso contrario — Elipses

» Secgoes paralelas a XZ
o Caso y=0 - Duas retas concorrentes
o Caso contrario — Hipérboles

+ Seccoes paralelasa YZ
o Caso x=0 - Duas retas concorrentes
o Caso contrario — Hipérboles

e Se a=b — Cone de revolucao



Paraboloide eliptico

x>y z

@ b ¢

* Seccgoes paralelas a XY - Elipses

* Seccoes paralelas a XZ - Parabolas
e Seccoes paralelas a YZ - Parabolas

(0,0,0) — Vértice

. a=b - Paraboloide de revolucao

Paraboloide hiperbdlico

X2 y2 _z

a* b* c
» Seccoes paralelas a XY

o Caso z=0 - Linhas concorrentes na
origem

o Caso contrario — Hipérboles
« Seccgoes paralelas a XZ - Parabolas

« Seccoes paralelas a YZ - Parabolas

(0,0,0) — Ponto de sela ou minimax da superficie



Limites em R"

Um limite em R* estd na forma lim f(x,y)
(x,y)>(a,a,)

Em R* os limites tem de ser resolvidos por defini¢do ou por exaustéo de
possibilidades, sendo que as possibilidades de aproximacao sao infinitas,
contrariamente aos limites em R que s6 podem ser aproximados lateralmente.

Provar por definicao (Cauchy):
V 6>0,3e>0,xeD A|x—dl<e=|f (x)-b|<d

Tal como em R, existe um limite se para todos os valores de ¢ existir um e que

majore a distancia ao ponto a calcular limite, em R" o mesmo se aplica, sendo
essa distancia a norma euclidiana.

Para um limite ser provado por definicao de Cauchy, tem que ser provado em
como tal € existe, e qual a sua relagaoa 6.

Desprovar por definicao(Heine):

Tendo um limite  lim f(x,y) , com aele , 0 limite € b se todas as

(x,y)>(a, a,)

sucessoOes possiveis que convergem para a fizerem f convergir para b .

Esta definigdo é 1til caso se pretenda provar a nao-existéncia de limite, criando
sucessoes que causem com que o limite dé valores diferentes.

Nota: Caso o dominio de f tenha assimptotas que sejam vizinhasa a , as
sucessoes que forem proximas as assimptotas tem tendéncia a ter resultados
diferentes, no caso de nao haver um limite.

Exemplo: 1/n é uma sucessao préxima a bissetriz, se a bissetriz tender
para um valor diferente, seguir essa sucessao desprovaria o limite.

Teorema das funcoes enquadradas

Quando se consegue minorar e majorar uma funcao por outras duas, e ambas
essas funcoes tendem para um ponto, entao a funcao intermédia,
garantidamente também tende para esse ponto.

Nota: A majoracdo |x|<Vx*+y* frequentemente resolve problemas.
E pertinente decora-la.



Limites iterados

Possiveis solucdes de um limite em R* podem ser encontradas iterando as
variaveis da seguinte forma:
lim f(x,y) = limlim f(x,y) = limlim f(x,y)
(x,y)>(a,a,) x=a, y=a, y2a, xa,
Os limites iterados nao garantem a existéncia de limite.

Note-se que a seguinte fungao tem o mesmo limite quando calculado com
qualquer uma das iteragoes, ainda que nao exista limite:

04

(Xy) 0.2 -
(x*+y?)

¥ 00
02f
-

0.4

Resolucao com coordenadas polares

A utilizacao de coordenadas polares garante a exaustao de possibilidades para
um limite em R* uma vez que basta que uma tUnica variavel ¢ varie, e como tal a
tendéncia da mesma para O revela a existéncia de limite.

A mudanca de base é efetuada
x=pcosf, y=psing ou Vx*+y’=g
E as restrigoes a aplicar sao:

= [Og[ e p>0

O limite resultante tem que ficar na forma:
lim g(p), sendo que g(p) contem @, mas o mesmo nao € uma variavel, mas sim a

00
constante referente a todos os ¢ possiveis.



Remocao de descontinuidades

[Funciona para qualquer R", apenas alterando a definicao de vizinhanca]
Sendo f uma fungao, seja a um ponto do seu dominio.

Se lim f(x,--,x,) existir, entdo f é continua na vizinhancaa a.

(xy-,x,)»a

No entanto se a for diferente do resultado do limite, (como ilustrado quando
a=x, ), € dito que f tem uma descontinuidade removivel em Xx; .

j’h Para remover a descontinuidade é
declarada uma nova funcao baseada
ramowvable em f , fl .
discontinuity
Jumg
/—'\\ ./’—\ discontinuity f'( ) f(x) X#xl
X)= ’
: X=X
3\ . x yn 1

F

0 L] >
’ Xl\/

Quando o limite nao existe, ndao é possivel remover a descontinuidade (ver na
figura a=x, ), nao havendo nenhum ponto capaz de fazer vizinhanca

simultaneamente a f(a’) e f(a").



Calculo Diferencial

Derivadas parciais

No calculo multi-variavel, uma derivacao total ndo pode ser aplicada. Cada
variavel tem que ser derivada a vez.

of

Tx 1é-se, a “derivada parcial de f em relacao a variavel x”.

Variaveis que nao explicitamente derivadas sao tratadas como constantes.
Exemplo:

f(x,y)=sin(xy)

ﬂ:cos(xy)y ﬂ:cos(xy)x
0X oy

Definicao:
Sendo f:R"»R, AcR" aberto.

f diz-se de classe CP(A) se f for parcialmente derivavel até a ordem p
obtendo fungoes continuas como resultado.

Logo feC”(A)efeCP(A),VpelN (classe infinita serve todas as classes)

Derivadas de ordens superiores a um

_of _o[of| _&f _ o (of) &f_o|[of

ox 0y oxl\oy oy 0x 0y\ox ox® o0xl\ox
o'f _ ol el o|of

OX,0X20X, 0X;|0X,|0X%,|0X,

Nota: Caso as derivadas intermédias nao sejam continuas, a ordem de derivacao
importa para o resultado (ver Teorema de Schwarz).

Notacao alternativa

Uma forma compacta de representar derivadas parciais é a seguinte, e sera
utilizada ao longo do resumo:

*f  \_
ay(,)x(a>—fxy<a)

Note-se que nao foi utilizada nas aulas.



Teorema de Schwarz

Se feCP(A), com p< numero derivagoes a efetuar, a ordem de derivagao pode
ser trocada.

Exemplo:
Se f:R"»R A feC*(R") entao:
of _ o |of of

0X; 0X, B 0X,|0X, 0X,4

- _0
0X,




Diferenciabilidade
Em R: f é diferencidvel em x, < f’(x,) existe e é finita
Em R": f é diferencidvel em x, </= as derivadas parciais existem.

Exemplo/Prova: [fazer a partir da pg. 28]

Para f:D<R*$R e a um ponto interiora D :
f é diferenciavel em a se:

. 3%L(a), 2L q)

ox oy
0 —0
flash)~f(a)-L(a)h,~—L(a)n,
. X 0X
. lim el
(h1,h,)>(0,0) \/h%'ﬁ'h%

[ver pratica 30/10]

O mesmo é verdade em R® com os devidos ajustes na formula.

Uma funcao é diferenciavel se as derivadas de uma funcao forem continuas.
Se f,g:DcRR"-»R"” diferenciaveis em a (ponto interior):

« f+g é diferencidavel em a e
d(f+g)la)=df (a)+dg(a), d(f-g)(a)=df(a)-dg(a).
e« f-g é diferenciavel em a
d(f-g)la)=f(a)dg(a)+g(a)df (a)
+ Se g(a)#0 entdo f/g é diferenciavel em a e
£ q)-gleldrle)-faldgie
g [g(a)]

d




Vetor Gradiente

O gradiente é o vetor das derivadas parciais.
Representa-se V, e para uma fungéo f:D,eR"

avaliada no ponto a é:
T

of of
a) = |—(a) --- =—=(a
Vfla) = |55-(a) - $i-(a)
O sentido do vetor gradiente indica a maior
subida instantanea.
Logo o simétrico do gradiente é a direcdo com a
maior descida instantanea.

Gradiente dos diversos pontos

Derivada Direcional
Uma derivada direcional é a taxa de variacao num dado sentido da funcgao.

A derivada de f, (fungdo em R") no ponto a segundo @ ¢ dada por:

lim f(a+tlz)—f(a) e representa-se f,(a).

t->0
Se ||u]|=1 entdo a derivada é dita uma derivada direcional na direcao de .

Se f for diferencidvel em a (um ponto interior ao dominio), entao f admite
derivada em a segundo qualquer vetor e:

: - 0 0

-\d :VTau:—au+...+_au
fula) = V(@ = a2 @y,
Nota: Uma funcgao pode ter derivada num qualquer vetor num dado ponto e
ainda assim nao ser diferenciavel.



Jacobiana

A Jacobiana é a matriz das derivadas parciais.

Sendo f:R"-»R” e a um ponto interior ao dominio.
Sendo f diferenciavel em a entdo as matriz Jacobiana é definida:

[of, ofy, ]
a—xl(a> aXn(a)
Jacg(a) = | | = [VFil@)Vfyla)--Vf,(a)]
of, of,
a—xl(a) a—xn(a)
Propriedades

Com duas fungbes g:R">R”, e f:RP>R".
Se g diferenciavel em a e f diferencidvel em g(a), entdo fog é diferenciavel
em a e Jacy ,(a)=Jac(gla))x Jac,(a); d(f-g)(a)=df(g(a))-dg(a)

[Tedrica 26/10, acabar] [f(g(x))]'=f"(g(x))g’(x) Jac;.,(x)=Jac;(g(x))x Jac,x

R? > R? =R ~
b (v [z JacoyI=Jaciulx,y)vix y))xJac,(x,y)

(x,y)
0 ou
—(x,y) —=(x,y)
-------- g=f-6=f(6(x,y)) Jac,(x,y)=|% 0y
Yix,y) Yox,y)
0X oy

ofou, ofov ofou of ov
ouox o0vox oudy ovaoy

Jacobiano

O Jacobiano é o modulo do determinante da matriz Jacobiana.
Para uma fungédo T(u,v)=(x(u,v),y(u,v)) o seu Jacobiano é:

ox ox
deta(x,y):det ou ov|_0x 0y 0Xx 0y
o(u,v)

dy dyl|l eu év ov ou
ou o0v

|det JacT (u,v)=




Aproximacoes Polinomiais (Taylor)

Funcoes de uma variavel

Em I intervalo aberto, feC"(I),ael

2 77 3 777 n (n)
f(a+h):f(a)+ hf’(a)+ h f (a) +h f (a)+...+L(a)+h”€<h)
ponto - aprox. inear aprox. quadratica  aprox. cubicaJ erre

A aproximacao ao ponto a tem de convergir a funcgao. (lim e(h):O)
h->0
Funcoes de multiplas variaveis

Notacao: Dz:aix .
j

Em I intervalo aberto, feC"(I),a€l.

D.D:---D-fa) , .
fla+h)= Y, ( 11, ,21, , "l,f,)< )h}hg---h;;+||h||"><e(h). Novamente lim e(h)=0
iy 4yt +i <n 1o byerolye h-0
Matriz Hessiana

Matriz das segundas derivadas parciais.

Dimensdao nxn, para n variaveis

Em cada coluna a varidvel do indice respetivo deriva primeiro.

A linha dita o indice da variavel sobre a qual a segunda derivada é calculada.
Como tal a diagonal contem a mesma variavel a ser duplamente derivada.

fxx fyx fzx

_ fo fy
X = ... => H X Xy yy 2y
[xyz -] ess f(X) oot

Aproximacao quadratica (ordem 2)
Na aproximacgao quadratica do ponto a+h usa-se o seguinte desenvolvimento:

fla+h)=f(a)+f (@)h+f,(@)h+(f (@)hi+f (a)h;+2 f, (a)hy hy)i2

ponto aprdximacao linear apréximacao quadrética

O qual pode ser escrito na forma vetorial:

flath)~f(a)+ Vf(a)'xh +h"xHessf(a)xh/2

ponto aproximacgédo linear aproximacao quadratica




Estudo de extremos

Pontos estacionarios

Se f:DcR"»R e a um ponto interior:

Quando todas as derivadas parciais de f existem
no ponto a e Vf(a)=0 entdo a é um ponto
estacionario (ou critico).

Um ponto estaciondrio pode ser um extremo ou um
ponto de sela.

Ponto de sela

Extremos locais

Sendo f:Dc<R"»R uma funcao diferencidvel ou de classe C"
+ Se det(Hess f(a))<0 entdo f(a) nédo é extremo (ponto de sela)
« Se det(Hess f(a))>0 entdao f(a) é um extremo relativo.
o Se f.(a)>0Vvf (a)>0 entdo f(a) é um minimo relativo.
o Se f,la)<OVvf (a)<0 entdo f(a) é um maximo relativo.

+ Se det(Hess f(a))=0 entdo nada se pode concluir.



Extremos absolutos

Se f é continua num compacto, o teorema de Weierstrass garante existéncia de
maximo e minimo absolutos, os quais por entre os extremos relativos.

Nao ha nenhuma forma garantida de encontrar extremos absolutos sem ser o
estudo da funcao.

Para restringir o dominio de forma a encontrar um extremo absoluto do sub-
dominio aplicam-se os multiplicadores de Lagrange (ver abaixo, maximizagao por
Lagrange).

Propriedades do Gradiente
Se f(a) é diferenciavel: f’;(a)=d f(a)-(1)=V f(a)"-u

f:R">R f(x)=k R= R" flc(t))=k

z=f(x) t>c(t) V£(e(t))xc'(t)=0
"V f(a) é perpendicular as curvas de nivel da fungdo que passam no ponto a.

z=f(x,y)ef(x,y)-z=0 - Plano tangente a f no ponto (a,b,f(a,b))=(a,b,c).

=0 &

Vfl(a,b,c)

fx(a:b) fy(a;b)—l] y—b =0

N‘<><
OG‘Q

fila,b)(x—a)+f (a,b)(x—a)-z+c=0

f:R">R
f(x)=f(a)+V f(a) (x—a)

— Equacao do plano tangente a f(x—a)



Maximizacao por Lagrange
[Palavreado da para entender mas nao ¢ 100% matematicamente correto!]

Quando se deseja maximizar uma funcao por base numa restricao de igualdade.
Seja f a funcao a maximizar, e g a restrigao. fxy)

Quando um conjunto de nivel intersecta g sem
lhe ser tangente, entao existe um numero infinito
de pontos dentro da restrigao, nao a maximizando.
Quando néao intersecta g, entao nenhum ponto
obedece a restrigao.

Para f ser maximo é necessario descobrir os
argumentos que tornam f tangente a g.

Para f e g serem tangentes sabe-se que os pontos
de tangéncia tem gradientes proporcionais
(gradientes sao perpendiculares aos conjuntos de
nivel).

Restricéo 08

.'leg.“
/)

Quer-se portanto satisfazer: Vf=1Vg
A denomina-se um multiplicador de Lagrange.

Lagrangiana
Definida L(x,y,,A)=f(x,y,)—-Alg(x,y,--)—c)

N [“L” manuscrito]

Com c¢ sendo a constante que formula a curva de nivel ¢g(x,y,--)=c
oL of of sef
0X 0 ox 0x 0 X
V L=0 tem o seguinte desenvolvimento: % = 0 @%:%—A%ZO
: O .
% Fmmatxye=0

Por entre as solugdes possiveis deste sistema estdao nelN, conjuntos de
argumentos que maximizam f perante a restricao.

Multiplicador de Lagrange

[N&ao é necessario saber]

O valor que soluciona o multiplicador de Lagrange ( 4 ) pode ser utilizado para
observar a variagao instantanea da solucao mediante uma alteracao na restricao.

of

Se f for reescrita em funcao de c, tem-se que: (%:)L



Teorema da Funcao Implicita

Para uma funcdo f:DcR*»R definida num aberto Ds(a,b), se:

* fla,b)=0

- feC'(D)
. (i(a,b);tO
oy
Entao:

f(x,y)=0 define implicitamente y como fun¢do de x numa vizinhanga de
(a,b) .

Se y=¢(x) na vizinhanca tem-se que ¢eC’ e:

9L (x,d(x))

¢-<x>:-g;—

o)
Formalmente:

f(x,y)=0 define y implicitamente como funcdo de x se existirem vizinhancas
Ude a, Vde b e ¢:U-V taisque V(x,y)eUXV,f(x,y)=0=y—9¢(x)=0.

(Se o ponto respeitar os requisitos, entdao existe uma vizinhanga que também o
faz, existindo um ¢(x) que define y em todo o espago da vizinhanga)

Teorema da Funcao Inversa

Uma funcdo f:A->B éinjetivase Vx,yeA,x=y=f(x)=f(y)
(E injetiva se ndo houverem dois pontos do dominio com a mesma imagem)

Se f:AcR"->R" for injetiva, entdo existe g:f(A)»> A tal que (g-f)(x)=g(f(x))=x

(Se for bijectiva tem de haver uma funcao que reverta a aplicagao da funcao)
Para f:DcR"»cR" com D aberto, feC', aeD; se det(Jac f(a)#0):

« Existem vizinhancas U de a, V de f(a) tais que f é uma bijeccdo de U
sobre V,logo f':V-U definida

- fleCc'(v)

o Jacf ' (f(x)=[Jacf(x)|"



Integracao Multipla

Particionamento
Havendo um retangulo ReR*:

Se os segmentos de reta resultantes da projecao de
R nos eixos coordenados forem divididos em n
sub segmentos, delimitados por n+1 pontos e sem

interseccao. it Jeleiddlt Sl

a=X,<X;<--<X,=b

C=Yo<Y < <y,=d

T

R

Pl e

Forma-se uma grelha de n® retdngulos sobre R
em que o conjunto dos sub- retangulos (particoes)

é dado na forma: R;=[x;, x;,]1X[y;,y,.,], i€(0,---,n=-1} j€{0,---,n-1}

1

-——( - -

R T

f:D<R*»>R (limitada), é integravel em R, se: Sup Sg,(f) = Inf Sg (f)

Isto é, se a criacao de k particoes (em que k-=+oo) faz com que o supremo
(maior valor) iguale o infimo (menor valor) de todas as particoes.

Designa-se: f fR f(x,y)dxdy .

Quando se passa a operar em dominios em R*® (ou
superiores) a metodologia é a mesma. Para um
dominio restrito a um paralelepipedo faz-se uma
grelha com sub-paralelepipedos (em ambas as
dimensoes, imagine-se um cubo feito com varios sub-
cubos).

Designa-se: [ [ [, f(x,y,z)dxdydz.




Teorema de Fubini

O integral duplo de uma funcao continua definida num dominio limitado por
constantes (retangular, parelelipipedrico, hiperparalelipipedrido) pode ser
resolvido primeiro em ordem a qualquer uma das varidveis, sem ser necessario
ajustar os extremos.

Q Sy Q,

b d b
J [ rix,y)dxdy=] [ f(x,y)dydx

a, b, ¢, c, b, a,
ffff(x,y,z)dxdydz:ffff(x,y,z)dzdydx:-u
a, b, ¢ c, by q4

Note-se que ha n! permutagoes possiveis, para uma serie de n integrais.

Método de Cavalier para calculo de volumes

Tendo uma funcdo A(z) que dé a area de todas as 2 1
“fatias” possiveis do sdélido, o volume do solido pode
ser calculado com o integral:

b
fA(z)dz , em que os extremos do integral sdo os

pontos de inicio e fim do sélido no eixo perpendicular
as “fatias”.

Esse A(z) pode ser o resultado de um integral que
calcule a area da dita fatia.




Conjuntos de integracao

Conjuntos verticalmente simples | -
Quando a funcéo a regido de integracdo limitada a béh(X).
horizontalmente por retas e verticalmente por quaisquer * R

duas fungoes continuas. .

(x)

b h
J [ rf(x,y)axdy=[ [ f(x,y)dydx

(x)

ke ———————

Conjuntos horizontalmente simples

Quando a regiao de integracao esta limitada verticalmente por retas R
e horizontalmente por duas funcoes continuas. '

d jly) \ {
J [ sfix,y)axdy=[ [ f(x,y)dxdy o
c i(y) \
Propriedades
f,g:R>»R

Se A=A,UA, int(A;)nint(A,)=0 e f integrdvel em
A, e A, entdo é integravel em A e:

[ f(x.y)axdy=], f(x,y)dxdy+[, f(x,y)dxdy

Se f,g integraveisem A e ceR:
| [, (f+cg)x,y)dxdy=[ [, f(x,y)dxdy + ¢ [, g(x,y)dxdy

Se f(x,y)=g(x,y) entdo ffAf(x,y)dxdyzf ng(x,y)dxdy

Se f integravel |f| é integravel e U fAf(x,y)‘sffA\f(x,yﬂ



Aplicacoes

Area de dominio plano
f f , ldxdy

Volume compreendido entre o grafico de duas
funcoes

J [, f(x,¥)-g(x,y)dxdy

Volume de sodlido
| [ [;1dxdydz

Massa de lamina fina

Entenda-se por lamina fina uma com espessura desprezavel.

Sendo p(x,y) a densidade, a massa calcula-se M:f pr(x,y)dx dy .

Massa de Solido

Sendo p(x,y,z) a densidade, a massa calcula-se M=[ [ [_p(x,y,z)dxdydz
Centro de massa de lamina fina
Momento de massa em relagéo ao eixo x: M, =[ [ yp(x,y)dxdy

Momento de massa em relagcao ao eixo y: My:f fA xp(x,y)dxdy

M, M,
M’'M

Centro de massa: C,,=

Centro de massa de um solido
Momento de massa em relagéo ao plano YoZ: M =[ [ [ xp(x,y,z)dxdydz

Momento de massa em relagéo ao plano XoZ: M =[ [ [, yp(x,y,z)dxdydz

Momento de massa em relagéo ao plano XoY: M,=| [ fA zp(x,y,z)dxdydz

M, M, M,
M'M’'M

Centro de massa: C,,=




Momentos de inércia de uma lamina fina

Medem tendencial de resisténcia no movimento de rotacao.

Para cada eixo sao dados por:
Ix:f fAyzp(x,y)dxdy IyZIIszp(x,y)dxdy

Momento de inércia de um sélido relativamente a um eixo

Sendo p(x,y,z) a densidade do sélido e a distancia ao eixo Z: d=yx*+y?
I=[ [ [, (xX*+y*)p(x,y,z)dxdydz ¢é o momento de inércia ao eixo do Z .
[Continuar, aula 5/12]



Mudanca de variaveis

Sejam f:R"-R uma func¢ao continua e T:S- R uma fungdo vetorial.

Sabendo que T(S)=R, se:
« TeC!
* T injetivaem S

* O Jacobiano de T nao se anula no interior de S

Entao:

[Joroy)axdy=[ [ f(x(uv),y(u, ))deta((ulv)) dudv

J [ [.f(x.y.z)dxdydz=

fff f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) det%dudvdw

Idem para as restantes dimensoes.

Extremos de integracao

Quando uma variavel é alterada é necessario que os extremos sejam ajustados ao
novo dominio.

Para a mudanca x=¢(t) ser feita, as constantes sdo a e b sdo recalculadas

a=¢(a), b=9¢(B):



Sistemas de coordenadas

Coordenadas polares

A mudanca de variavel a efetuar é:

g=2 p==

x=pcosf ., COSU=p COSO=45
y=psin 6 .y -
sme—p sme—p

Note-se que: x*+y*=p*cos? 6+p*sin’ 6=p°
A Jacobiana de uma transformacgao para polares é:

o(x,y)_
o(p, 0)
O seu determinante pcos®6+psin®6 = p .

Uma vez que p é sempre positivo, o Jacobiano é p.

cosf —psinéb
sinf pcosé

Coordenadas cilindricas

Similares as polares, mas com profundidade (dada em forma cartesiana).

Componente no plano XoY é dado em coordenadas polares, componente de Z é

dada na forma cartesiana. “A
A mudanca de variavel a efetuar é:
X=rC0Sf —oo<Z<+w P
y=rsind 6 €0,2x]
z=z r>0 z
y
A Jacobiana de uma transformacéo para cilindricas é: r >
~
: v
cosd —rsind 0
olx, )
( =|sinf® rcosfd O X Q

0 0 1

O seu determinante rcos’6+rsin‘6 = r.
Uma vez que r é sempre positivo, o Jacobiano é r.



Coordenadas esféricas

Similares as polares, mas com mais uma dimensao.
Utilizadas principalmente para lidar com dominios
esféricos.

Evitar utilizar com dominios que nao sejam
literalmente uma esfera, ou parte de uma, em caso de
duvida é cilindricas que se quer.

A mudanca de variaveis a efetuar é:
x=psin(¢)cos(6) ¢ €[0,x]

y=psin(¢)sin(0) 6 €[0,27]
z=pcos(¢) 0=0

A Jacobiana de uma transformacao para esféricas é:

sin¢cosf —psingsind pcos¢cosh
=|sin¢sinf psSin¢pcosH pCos ¢sin O
COS ¢ 0 —psin ¢

o(x,y,z)
a(p,0,0)

O seu determinante —p’sing.

Uma vez que p e sin(¢) sdo sempre positivos, o Jacobiano é p’sing.

<y



Perdidos e .. perdidos so
Teorema

Sendo f:D<R"»R e a um ponto interior ao dominio.
Se f diferenciavel em a, [...]

df (a)(h)=L,(h)=$ (a2 @y + 2 (a)h,=V fla) h

Sendo f:R"»R” e a um ponto interior ao dominio.
f é diferenciavel em a, s6 se para todo o i€{l,---,p] f;:R=>R

i

existem para todo o

L g . N . .. 0
Se f e diferenciavel em a entao as derivadas parciais B
i

ie{]_,...lp} je{]_’...,n}

of, of,
ax, @y @ h
df (a)(h)=| : i | = Jacs(a)xh = [Vfi(a)Vf,la)--Vf,(a)]'h
of, of,, |
aXl(a) aXn(a)

Sabe-se (por Taylor, ver acima) que uma fungao pode ser definida por:
f(a+h)=f(a)+V f(a)" xh+h"xHess f(a)xh/2+|h|} e(h).

Se um ponto a for estacionario, entdo V f(a)=0, estabelecendo a equivaléncia:
fla+h)-f(a) = h"xHess f(a)xh/2+|h|} e(h)
Quando h tende para 0, h'xHessf(a)xh > ||h|>e(h) pelo que:

+ h'xHessf(a)xh=0 entdo f(a) é minimo relativo.

« h"xHessf(a)xh<0 entdo f(a) é maximo relativo.

+ Se h'xHessf(a)xh oscila de sinal, entdo f(a) é ponto de sela.

Raciocinio extremos absolutos

Facam-se as seguintes mudancas de variavel: —>=r,
1

Entao:



2 h? 2
P(h, h,) = h"Hess f(a)h = 2—>£hf+azfmhlhz+g—>£h§ = rh%2sh, hy+th?
1 1 2 2

[P — ??, alguma diferenca nestes calculos por nao dividir por 1/27?]

Note-se que hessf(a) = |7 S

e portanto rt—s° = det(hess f(a)).

Se r=t=0 e s#0:
P(h, h,)=2sh,h, nao tem sinal fixo na vizinhanca de a. a nao é extremo.
Se r#0 e supondo que h,#0:

2

2s—L+t
+Sh2+

1

T'hz

P(h, h,)=h; = hi(ra*+2sa+t)

—

—2s+\4s*-4rt

2r
Sabe-se que 4s’-4rt>0«s’-rt>0 entdo P(h, h,) oscila o sinal na
vizinhanca de a [porqué?], logo f(a) nao é extremo.

Pela formula resolvente: r*+2sa+t=0< a=

Quando s°-rt<0 : [porqué é que t n&o é considerado?]

Se r>0 entdo P(h, h,)=0 logo f(a) é minimo relativo.

Se r<0 entdo P(h, h,)<0 logo f(a) é méaximo relativo.

Se h,=0 entdo P(h, 0)=rh} [portanto r dita se é minimo ou méximo ou
minimo, tal como nos casos acima, exceto quando h,=0 (?)]

[Quando t#0 e supondo que h,#0:

Se t>0 entdo P(h, h,)=0 logo f(a) é minimo relativo.

Se t<0 entdo P(h, h,)<0 logo f(a) é méaximo relativo.

Se h,=0 entdo P(0,h,)=th: [portanto t dita se é minimo ou maximo ou minimo,
tal como nos casos acima, exceto quando h,=0 (?)]]
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