Integrais Duplos sobre Dominios Rectangulares

Pretendemos caIcuIar//f(:L‘,y)dxdy, com
R

R=1a,b] x [c,d] ={(z,y) ER?:a <z <bAc<y<d}e flimitada
em RR.

Definicao
Dadosn+ 1 pontosa=zg < z1 < ...<ZTp_1 <z, =bem+ 1 pontos
c=Yo <Y1 < ...<Yn—1 < Ym = d, 0 conjunto dos subrectingulos da
forma

Rij = [z, Tiy1] X [Y5, yj+1],

comi € {0,...,n—1} ej €{0,...,m—1} diz-se uma particdo (P) de R.

Nota: R = U, U;”:_Ol Rij e int(R;j) () int(Ry) =0
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Integrais Duplos sobre Dominios Rectangulares

AR;; = (g1 — 5) ¥ (yj+1 — yj) — drea de R;;

n—1m-—1

sf(P) = Z Z AR;jinf(ey)er,; f(z,y) — soma de Darboux inferior de
=0 j=0
f relativamente a P

n—1m-—1

S(P) = Z Z AR;j sup(zy)er;; f(,y) — soma de Darboux superior
i=0 j=0
de f relativamente a P
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Integrais Duplos sobre Dominios Rectangulares

Definicao
Seja f : D C R? — R uma funcio limitada e R um rectangulo contido em
D. Diz-se que f € integrdvel em R se

suppep s¢(P) = infpep S§(P),

com ‘P o conjunto de todas as particoes de R. Este valor designa-se por

//R f(z,y)dz dy.

Nota: Se f é limitada e n3o negativa, o integral duplo corresponde ao
volume compreendido entre o grafico de f e o plano XOY’, no rectangulo
R.

Exemplo
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Integrais Duplos sobre Dominios Rectangulares

Teorema

Seja f : D C R? — R uma funcdo continua num conjunto contendo o
rectangulo R. Entdo f € integravel em R.

Nota: A propriedade mantém-se se apenas falhar a continuidade num
conjunto de medida nula.
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Integrais Iterados

Seja f : [a,b] X [¢,d] — R uma fun¢3o continua.

Para todo o z € [a, b] podemos definir a funcdo

foile,d = R
fz(y) = f(z,y)

fz € continua logo é integravel.

Analogamente, para todo o y € [c, d] podemos definir a fungdo

fy:ila,b] = R
fy(@) = f(z,y)

fy é continua logo é integravel.

Exemplo
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Integrais Iterados

Proposicao

Seja f : [a,b] x [¢,d] — R uma fungdo continua. Entdo
b d
I(y) = / flz,y)dx e J(z) = / f(z,y) dy sdo fungbes continuas em

[e,d] e [aa, b, respectivamente.

| N\

Definicao
Seja f : [a,b] X [c,d] — R uma fun¢io continua. Chama-se integrais
iterados a:

df(y)dyz ‘ bf(fv,y)dfv dy = ‘ bf(x,y)dxdy
a
bJ(l’)dx= b df(x,y)dy dr = b df(:my)dydw
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Integrais Iterados e Calculo de Volumes

Método da Secgdo (Cavalieri, séc. XVI)

Seja S um sélido de R? e consideremos a familia de planos {P,}o<.<p
paralelos a XOY tais que:

@ S estda compreendido entre P, e P,

@ A area da intersecgdo S| P; é dada por A(z)

Se A(z) é integravel em [a, b] entdo o volume de S é dado por

Vol(S) = / " A2) d

Exemplos
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Teorema de Fubini

Teorema

Seja f : [a,b] X [¢,d] = R uma fung¢do continua. Ent3o:

//Rf(:v,y)dmdyz/cd/abf(a?,y)dxdy:/ab/cdf(m’y)dydx
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