Integrais Triplos em Dominios Paralelepipédicos

Pretendemos caIcuIar///f(x,y,z)dxdydz, com

P
P = a1, az] x [b1,ba] X [c1,¢0) = {(z,y,2) ER3 :a1 <z <agAby <y <
bo Acp < z<co} e flimitada em P.

|

Definicao
Dadosn+ 1 pontos a1 = xg < x1 < ... < Tp_1 < T, = az, m+ 1 pontos
bi =yo<y1 <...<Ym-1<Ym = by el + 1 pontos
c1=20<21<...<z_1< 2z =cg, oconjunto dos paralelepipedos da
forma

Pijr = (i, Tita] X [y, Yj+1] X [2k, 2641],
comie€{0,...,.n—1},j€{0,....m—1} ek €{0,...,l — 1} diz-se
uma particdo (m) de P.

Nota: P = J; U k 0 Piji, e int(Pyy) (Vint(Py ) = 0



Integrais Triplos em Dominios Paralelepipédicos

Vol(Pijr) = (Ti41 — 25) X (Yj+1 — ¥j) X (2k+1 — 2) — volume de Py,

n—1m-—1101-1

sp(m) =D " Vol(Pijr) inf(sy.zep,, f (2., 2) — soma de
i=0 j=0 k=0
Darboux inferior de f relativamente a w

n—1m-—11-1

Sf(ﬂ-) = Z Z Z VOZ(P’L]k') Sup(a:,y,z)GPijkf(:Ea y? Z) — soma de
i=0 j=0 k=0
Darboux superior de f relativamente a 7
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Integrais Triplos em Dominios Paralelepipédicos

Al

Definicao
Seja f: D C R? — R uma fun¢do limitada e P um paralelepipedo contido
em D. Diz-se que f € integravel em P se

suprep S§(m) = infrep Sp(m),

com P o conjunto de todas as particoes de P. Este valor designa-se por

[ [ [ s azaya

Teorema

| A\

Seja f: D C R3 — R uma fun¢do continua num conjunto contendo o
paralelepipedo P. Entdo f € integravel em P.

Nota: A propriedade mantém-se se apenas falhar a continuidade num

conjunto de medida nula.
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Teorema de Fubini

Teorema

Seja f : P = |a1, az] X [b1,ba] X [c1,c2] = R uma funcdo continua. Ent3o:

as bo co
///f(x,y,z)dmdy:/ / / f(z,y, z)dzdydx = . ..
P ap Jb1 Jc
co bo as
:/ / / f(z,y,2) dedydz
c1 b1 al

(seis formas distintas de ordenacdo)

Exemplo
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Integrais Triplos em Dominios Gerais

Seja S C R? um conjunto limitado, com fronteira suficientemente regular
(constituida por superficies que representam gréficos de fungBes reais de
varidvel real continuas). Prolonguemos f a um paralelepipedo P que
contenha S
) fl@,y,2)  se(w,y,2) €S
f($7 y7 Z) =
0 ,se (z,y,2) € P\ S

Definicao

Se f é integrdvel em P entdo f € integrdvel em S e

///Sf(l‘,y,z)d$dydz:///Pf(x,y,z)d:ndydz
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Conjuntos Bésicos em R3

Sejam ¢ e g» funcdes continuas em C' C R2. Um conjunto bésico de R3 é

S={(z,y,2) ER*: (2,y) € C A g1(z,y) < 2 < go(,9)}

Proposicao

Se f € continua em S, ent3o:

///fxy, dmdydz—// (/gl(%:) xy,z)dz) dz dy

Nota: Poderiamos estabelecer resultados semelhantes para os dois outros
tipos de conjuntos basicos de R3.
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Aplicacoes dos Integrais Triplos

@ Volume do sélido S, limitado pelas superficies z = f(x,y) e
z=g(z,y), com f(z,y) > g(z,y),Y(z,y) € D

fzy)
V:///ldxdydz:/// ldzdzdy =
s D Jg(zy)

- / /D F(,) — g, y)dwdy

@ Massa de um sélido S

M:///d(ac,y?z)da:dydz,
S

com d(z,y, z) densidade do sélido no ponto (z,y, z)
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Aplicacoes dos Integrais Triplos

@ Centro de massa de um sélido S

Mzz///avd(x,y,z)dajdydz
S

My:///yd(x,y,z)d:vdydz

S

Mz=///zd(x,y,z)d:1:dydz
S

M, M, M.
M' M’ M

o~
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Aplicacoes dos Integrais Triplos

@ Momento de inércia de um sélido S em relagdo a um eixo

I = / / /S (2% + y)d(z,y, z)dzdydz

I, = / / /S (2 + 2%)d(z,y, 2)dxdydz
I, :///S(y2+z2)d(x,y,z)d1:dydz
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Mudanca de Varidvel em Integrais Triplos

Teorema

Sejam f: S CR3 — R uma fun¢do continuaeT : RCR3 — S CR3
uma fungdo vectorial tal que T(R) = S e:

o T é de classe C!
o T ¢é injectiva no interior de R

@ 0 jacobiano de T' ndo se anula no interior de R

///f(w,y,z)dxddeZ

///f x(u,v,w),y(u,v,w), z(uvw))‘g((jg’wé

Entdo:

dudvdw
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