17208 Ficha Pratica 3 - Céalculo Diferencial e

36. Determine as derivadas parciais de primeira ordem das seguintes fungoes:

i. f1(z,y) = cos(log(xy)) ii. fa(z,y) =2
i fy(0,) = v f(eny) = dage
Cfalzy) = —w—— fa(z,y) = dxy’e
3\, Y 72 + y2 4\ T, Y Y
v. fs(x,y,2) = 227y 2" — 1327y vi. fe(z,y,2) = Az ze” TR

y
vii. fr(z,y, z,w) = sin(y/w? + 22 + 22 + 322) viii. fs(x,y) = / g(t)dt,

com ¢(t) continua em R

37. Considere a fungao f definida em R?\ {(0,0,0)} por f(z,y,z) = %
2+ Y2+ 2

Calcule:

O’ f . O*f .. Of . O0f O f
ii. iii.

020x Oy0z 020y Y 52 v 0xOy0z

i.

38. Uma funcao f: D C R"” — R de classe C?(D) diz-se harménica se

._82][ 0% f

n

Vo = (1, 29,...,2,) € D, Af(x) (x) = 0.

a. Verifique que as seguintes funcoes sao harmonicas:

i. fi(z,y) = e®sin(y)
ii. fale,y) = log (Va2 + 1)

iii. f3(x,y,z) = arctan <y> + arctan (f) + arctan <£>

T Y z
1

iv. falx,y,2) =
( ) Va2 +y? 422
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b. Na auséncia de campo magnético, o campo eléctrico
E(z) = (Ei(z), Bx(2), E3(2)) € C*(R?)
e o potencial eléctrico ¢(x) estao ligados pela equagao
E(z) = =Vo(x).
Por outro lado, as equagoes de Maxwell afirmam que na auséncia de cargas eléctricas,

OE, O0E, OFE
1 Of2  Ohs

=0.
81’1 8132 8563

Mostre que nestas condigoes o potencial ¢ é uma funcao harménica.
(Nota: A menos de constantes fisicas, a fungao f; corresponde ao potencial eléctrico ge-
rado por uma carga colocada na origem do referencial.)

39. Determine 22(0,0) para a fungio f(z,y) = /2% + y3.

40. Seja f : R? — R a funcao definida por

5(33 — %y?’
flry) =< 2212 (z,y) # (0,0
0 ’ (QZ, Z/) - (O, 0)

Determine, caso existam, as derivadas parciais de f de primeira ordem na origem. A
funcao f é diferencidvel neste ponto?

41. Seja f : R? — R a funcao definida por
Yy
f(x,y) = { 2 +y? (z,y) # (0,0)
0

of

Mostre que a—(O7 0) e =—(0,0) existem, mas que f nao é diferenciavel em (0,0).
x

dy
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42. Considere a funcao:

f(x,y): x‘2+y2 ) x’y)#«)ao)
0 ) (33', y) - (O, O)
a. Escreva o gradiente de f em todos os pontos do plano. Serd f diferencidvel em R??
0*f 02 f
b. lcul '
Calcule awy(o, 0) e 3y(‘3x(0’ 0)

43. Calcule a derivada segundo o vector indicado (no ponto P) e a correspondente
derivada direccional.

i. f(z,y) = 32% + 5y?, u=(3,-2), P=(-21)
ii. f(xvy) :I2_2y27 U= (_172)7 P = (_273)
w=(1,21), P=(-221)

iii. f(z,y,2) = ,
( ) Vi +yr 4 22

44. Uma funcdo f : R — R diz-se homogénea de grau um se f(tx) = tf(z) para
quaisquer x € R" e t € R. Mostre que para qualquer fun¢ao homogénea de grau um,

45. A superficie de uma montanha é modelada pela curva de equacao
h(z,y) = 5000 — 0.0012* — 0.004y>.

Um alpinista estd no ponto (500,300,4390). Se o alpinista quiser subir a parte mais
ingreme da montanha, qual a direccao que deve tomar?

46. A figura seguinte representa as curvas de nivel de uma funcao f. Indique se as deri-

FAA

P,

|
Figura 1: Representacao de curvas de nivel.

< 9f _Of .~ .. .
vadas parciais 5- e 5y 580 positivas ou negativas no ponto P.
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47. Considere a fungao f definida por:

R i VR S
flzy) = 22 +2(y — 1) ’
1 , (z,9)=(0,1)

a. Estude a continuidade de f no ponto (0, 1).

b. Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0, 1).

c. Calcule f(5,)(0,1).

d. Calcule uma aproximagao de primeira ordem para f(0.012,1.005).

48. Sejam a,b € R. Consideremos uma funcio f : R*> — R definida por

(z —a)(y —b)?
flz,y) = (x —a)®+ (y — b)* . (zy)
0 , (z,y) = (a,b)

Mostre que f!(a,b) existe qualquer que seja o vector u unitério, mas que f nao é dife-
renciavel em (a,b). Serd f continua em (a,b)? Justifique.

49. Considere a funcao f definida pela expressao

3
_ Y’ cos(zy)
f(xvy)_ :E2+y2 :

Serd possivel construir um prolongamento f de f a R? tal que esse prolongamento seja
diferenciavel no ponto (0,0)? Sendo f o prolongamento por continuidade de f ao ponto

(0,0), calcule, caso exista, 7,(171)(0, 0).

50. Determine uma aproximacao linear da funcao f(x,y) = /20 — 22 — 7y%2 em (2,1) e
use-a para determinar um valor aproximado de f(1.95,1.08).

51. Consideremos um bloco sélido com dimensoes laterais x, y e z. Sejad = /2% + y? + 22
o comprimento da diagonal do bloco. O comprimento de cada lado foi medido utilizando
um instrumento mal calibrado, sujeito a erros maximos de 0.03. Supondo que se obtive-
ram os comprimentos x = 2, y = 1 e z = 2, utilize uma aproximacao de primeira ordem
para calcular um valor aproximado do erro cometido ao afirmar que o comprimento da
diagonal do bloco é igual a 3.
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52. Duas resisténcias eléctricas r; e ro montadas em paralelo geram uma resisténcia

equivalente de
172

1+ 7o

R(Tlﬂb) =

Sabendo que r; = 100Q2 e ro = 400€2, e que estes valores foram calculados respectiva-
mente com um erro maximo de 2% e 3%, use um desenvolvimento de primeira ordem
para R(ry,rs) para obter uma boa estimativa do erro méximo que se comete ao afirmar
que o valor da resisténcia é igual a R(100,400) = 80¢2.

53. O periodo de um péndulo em regime de pequenas oscilagoes é dado por

L
T(L,g) =2my| —,
g

onde L é o comprimento do péndulo e g é a aceleragao da gravidade.

Sabendo que os valores ¢ = 9,81 ms™2 e L = 10m foram obtidos com uma precisao de
1% e 3%, respectivamente, estime utilizando um desenvolvimento de primeira ordem a
incerteza associada ao afirmar que o perfodo do péndulo ¢ igual a T(10m, 9,81 ms™?).

54. Seja ¢ : R? — R uma fungao continua em (0,0), com ¢(0,0) = 0. Mostre que a
fungao f : R* — R definida por f(z,y) = (z + y)p(z,y) é diferencidvel no ponto (0,0).

55. Mostre que g(z,t) = 3[f(z — ct) + f(z + ct)], com f : R — R de classe C*(R) e ¢ uma
constante real, ¢ uma solucao da equagao de onda unidimensional

9’9 ,0%

— =c‘—=.
ot? 0x?

(Nota: Esta equacao descreve pequenas vibragoes transversais de uma corda eldstica,

como as associadas a alguns instrumentos musicais.)

56. Seja n um inteiro positivo. Seja f(z,y) : 2 C R? — R uma funcao de classe C'(2),
homogénea de grau n, isto é, para todo (z,y) € €2 e para todo A € R tal que (Az, \y) € Q,

fQz, Ay) = A" f(z,y).

a. Mostre que f verifica
()f () f
T+ y—y =nf.
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b. Considere f(z,y) = x*y* arctan (Q) Indique o maior aberto onde as derivadas parci-

ais de primeira ordem de f estao definidas e verifique que nesse aberto temos

of , of _

J}% +y8—y = 6f

57. Sejam f, ¢ : R — R duas fungoes de classe C*(R). Seja F' : R? — R a fungio definida
por
F(z,y) = f(z+ ().
Verifique que
PFOF  OF OF
wﬁ_y B 8:r8y% N

58. Mostre que a funcio z = f(22y), com f diferencidvel, verifica a igualdade

e, 0
or y@y'

59. Considere as fungoes u(z,y) e v(x,y). Mostre que as equagdes de Cauchy-Reimann

ou Ov Ou ov

_— = — 8 — = ——
or 0Oy Oy ox
podem ser escritas em coordenadas polares como

8u_1@ ov 1 0u

o ro0 " or roo

60. Sejam F'(z,y) e G(x,y) duas fungoes diferencidveis em todo o seu dominio. Exprima
em funcao de F' e G e das suas derivadas parciais, as derivadas parciais das seguintes
fungoes:

a. f(z,y)=F (ycos(x), /O Ve dt)

b. g(z,y)=F (G(x’y)’amtan <§>)
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61. Seja f(z,y) uma fungao diferencidvel em todo o seu dominio. Consideremos
x = ucos(a) —vsin(a) e y = usin(a) + v cos(a), com « constante real. Mostre que

(52) -~ (5) - (52) +(5)

62. Seja g a funcio definida em R? por

g(x,y,z) = (x2 + €7, arctan (%)) )

a. Escreva a matriz jacobiana de g na origem. Calcule uma aproximacao de primeira
ordem para ¢(0.01,0.2,0.03).

b. Seja f: R? — R? uma funcao diferencidvel cuja matriz jacobiana é dada em todo o
ponto por

cos(y) €*

Calcule a matriz jacobiana de fog no ponto (1,1,1).

Jac f(x,y) = [y—l—Q z* 1

63. Mostre que as aplicagoes

fRRExR® — R g:R¥xR* — R?
(7, 9) - Iy (7, 9) — IXYy

sao diferenciaveis e explicite as suas matrizes jacobianas.
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