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1. (a) Seja y = ¢, com ¢ € R uma solucdo constante da equagao diferencial. Entao (¢)’ = ¢(1 4 e*), ou seja
¢(l14 ") =0. Como 1+ e* # 0 concluimos que ¢ = 0. Logo a tnica solugdo constante é y = 0. (b) Para

dy _

y # 0 (pois y(0) = e) temos 32 = y(1+¢”) < 1dy

e =(+e") elogly =z +e" +coy=e.e"d, onde

d é uma constante positiva. Dada a condigao inicial y(0) = e temos loge = 1 + ¢ ou seja ¢ = 0. Assim

~ . , x
sendo a solucao pretendida é y = e® .e”.

2. (a) Temos ¢y =2+ 2z —y < ¢ +y =2z + 2. O fator integrante é .
Multiplicando ambos os membros pelo fator integrante obtemos e”y’ + ye® = (2z + 2)e” < (ye®) =
(2z +2)e” & ye* = [2ze” +2e"dr & ye =2 ey =20+ 5.
(b) De y(0) =1 vem ¢ = 1. Logo a solugao pretendida é y = 2z 4+ e~ %,
(c) Pelo método de Euler obtemos um valor aproximado de y(0,2) tomando y(0,2) ~ y2 onde y;11 =
yi + Az f(x;,y:) e 2341 = x; + Az, onde Ax = 0,1, 290 =0, yo =1 e f(z,y) = 2+ 2z — y. Efectuando os

célculos obtemos

1 |0 1 2

o =1+4(2+420-1).00,1)=1,1
z;|0]0,1] 0,2 | pois

Yo =1,1+ (2+42.(0,1) —1,1).(0,1) = 1,21.

v | 1] 111,21

3. (a) Uma parametrizacao obtém-se fazendo

5 = cost
y =sint 7comt€[0727r}.
z = 2sint

Assim uma parametrizagdo da curva dada é (z,y, z) = (2cost, sent, 2sent), com t € [0, 27].

(b) Da representacao paramétrica obtida em a), obtemos (z,y, z) = (1, ?, V/3) tomando ¢ = Z.

Ora ‘é—‘f = —2sint, % = cost, % = 2cost, pelo que o vector (—2sint,cost,2cost)t:% = (=3, %,1) é

tangente & curva C no ponto dado. Assim, (z,y,2) = (1,*2,v3) + A(=v/3,1,1), X € R, é uma equacio

59 ORI
da recta tangente & curva C no ponto (1, @, V3).



O plano normal & curva C no ponto (1, ?, V/3) tem como vector normal o vector tangente & curva que

obtivemos na alinea anterior. Assim a equacao geral desse plano é

—V3(x—1) + ( —V32) 4+ (z - V3)=0.

zy sin(z) 0’ o |wHy||bln z)| < a2ty z?+y? ‘sm(a:)|

- (a) Temos | =7 premm

= |sin(z)] M 0. Concluimos assim que lim, ) 0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0), ou seja, que f é

continua na origem.

(b) Temos £,(0,0) = & ((,0)),_y = £(0) = 0 e £,(0,0) = & (£(0.9)),_o = £(0) = 0.

(¢) A funcao f é diferencidvel em (0,0) se existirem as derivadas parciais em (0,0) (ver alinea b) ) e se

L fe) — F0.0) ~ £20.0)( - 0) - £,0.0) - 0) _
(2,y)—(0,0) Va?+y?

xysin(x)

lim
(@,9)—=(0,0) (22 + y2)/a? + y?

for 0. Tomando o limite ao longo da curva de equacgao x = y obtemos o limite hm que nao existe

2f|ﬂf|

(ver limites laterais). Portanto, f néo é diferencidvel em (0, 0).

. (a) Seja g(t) = (1 + 2,1 +sin(2t)). A funcio g é diferencidvel em R. Além disso ¢ = f o g, g(0) = (1,1)

e f é diferencidvel em (1,1). Concluimos assim que ) é diferencidvel em 0. Pela regra da cadeia:

of d of

P'(0) = D (1, 1)dt(t2)t 0o+ =— 3y (1, l)j(l—f—sm(?t))t:o =2.

(b) A aproximagao linear L de fem (1,1) é L(z,y) = f(1, 1)—|—%(17 1)(x— 1)—|—%(1, N(y—1)=2z+y—2.
Donde f(1,1;0,9) ~ L(1,1;0,9) = 1, 1.

. (a) Dado que f(x,y) = 3z%y + 3% e fx,y) = 23 + 2xy + 8eY, facilmente se verifica que f,(—2,0) =
fy(—2,0) =0.

(b) Como fru(w,y) = 62y, fuy(@,y) = fya(@,y) =322+ 2y e f,,(x,y) = 22 + 8¢¥, temos que

6xy 3x2 + 2y
=-12% <.
3x2 +2y 2z + 8eY
(z,y)=(-2,0)

Donde (—2,0) é um ponto de sela.



7. No problema indicado pretende-se minimizar a funcao f(z,y,z) = 2xyz sujeita a condicdo g(x,y,z) =1,
onde g(z,y,z) = 22 + y? + z2. Note que neste problema se z = 0 ou y = 0 ou z = 0, entdo f(z,y,z) = 0.

Vamos assumir que z,y e z sao nao nulos (caso contrario o valor minimo atingido j& sabemos ser 0).

Pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange os pontos de extremo deste problema sao solugao do sistema

fo(2,y,2) = Ago(2,y, 2) 2yz = 2\ ryz =’ A
fy(2,y,2) = Agy(z,y, 2) 22z = Ny ryz = y* A

‘ & =
fo(2,y,2) = Mg. (2,9, 2) 2ry = Az ryz =22\
g(z,y,2) =1 2?4yt +22=1 224yt +22=1

2 _ .2 _ .2 2 2 2 _ 2 _,2_ .2 _1
Logo z* = y* = z° (note A # 0) donde como x° + y° + 2% = 1 se tem r° = y* = 2° = 3.

Assim as solugdes (z*,y*,2*) do sistema para as quais se obtém o valor minimo f(z*,y*, 2*) = —/3
e - - _ _ _ <11 1
(um valor inferior a zero o que elimina as solugdes com =z = 0, y = 0 ou z = 0) slo: (%, el _ﬁ)’

(L _1 L) (_L 1 L) (_L 1 _L).
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8. As curvas dadas intersectam-se nos pontos (z,y) da forma (1,2) e (9, —6) (elabore um esbogo das mesmas).

Assim, a regiao D pode ser descrita por

2
{(z,y)ERQ: —6§y§2,i§x§3—y}.

23—y 2 72 3—y 2 9 ys y5
Assim,// xydAz/ / xydmdyz/ Y| = dy:/ S 3+ - dy =
4 4
_ |9 y* s 17 a6
—[%’—y‘“f%—aiﬁ}_(;——?-

9. (a) A regido E pode descrever-se usando coordenadas cilindricas do seguinte modo:

E = {(z,y,2) = (rcosf,rsinf,z) e R®: — ,0<7r<2cosf, 0<z<r?}.

(b) O volume de F é dado pelo integral

5 2cos 0 r?
/// ldV:/ / / szdrcw:/
E -5 J0 0 _

™

v

2cos 6 5 5
/ r3drdf = / 4cos* 0dh = / (1+cos(260))? do =
0 _ _

us us us
2 2 2

3 5 1 1 :
= / 142 cos(26)+cos?(20) df = / 142 cos(29)+§(1+cos(40)) do = BQ + sin(26) + 3 sin(49)] = %7‘(
-3 -3 -3
(c) Considere a mudanga de varidveis u = £ v = ¥ e w = z que tem por jacobiano % = ﬁ #0e



transforma o conjunto E no conjunto S.

Aplicando esta mudanga de varidveis obtemos o volume de S tomando

1 13
ldxz: —d uwow — “7 /77T
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