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1. Considere a equacao diferencial d—y =y < — tan x) + xcosx.
x x

1
(a) Mostre que p(z) = é um factor integrante da equagao diferencial.
T Ccos

(b) Determine a solucdo y(x) da equagdo que verifica a condigao inicial y(7) =0 em I =]5, 3% [.

R: (a) De facto p/(z) = =<&Etesine — ) (z) (—1 4 tanz), donde multiplicando ambos os membros da equagdo

diferencial por p obtemos u% — (% — tan ac) y = pxcosz, ou seja, (uy) = pxcosx.

(b) Tomando a equagao em (a) temos (uy)’ = 1, ou seja, —2— =z +c & y(r) = z(x + ¢) cosz, em que c € R.

Como y(7) = 0 entdo ¢ = —7 pelo que a solugdo do PVI é y(x) = z(x — ) cosz.
2. Considere a equacao diferencial y' = y2e®.
(a) Verifique se a equagdo admite solugbes de equilibrio (ou seja, solugbes constantes), e em caso afirmativo
determine-as.
(b) Determine a solugao y(z) da equagao que verifica a condi¢ao inicial y(0) = —1.
R: (a) Se y é constante, entdo ¢y’ = 0. Da equacao diferencial resulta que y = 0 é a tinica solugdo constante.

(b) Para y # 0 (podemos excluir este caso pois y = 0 é uma solugao constante que nao satisfaz a condic¢ao inicial)

a equagao diferencial é equivalente a

y . d 1 dy 1
L —eft e — — 2 )ldr=e"< —— =¢* .
5 =¢€ (2 rT=e B e’ +c

Como y(0) = —1 entéo ¢ = 0 e a solugio do PVI é y(z) = e~/

3. Determine um valor aproximado da solu¢ao do problema de valor inicial:

y =4—2zx

y(0) = 2.

no ponto x = 2 utilizando o método de Euler com um passo de Az = 0.5.
Compare com a solugao exacta do problema indicando o erro absoluto cometido.
R: Pelo método de Euler obtemos um valor aproximado de y(2) tomando y(2) & y4 onde y;+1 = y; + Az (2, ;)

e xir1 = x; + Az, onde Ax = 0.5, 290 =0, yo = 2 e f(x,y) = 4 — 2x. Efectuando os cdlculos obtemos

Yy =2+054—-2.0)=14

o y2=44+054-2-05)=55
z;1010,5] 1 |1,5|2 Dpois

ys =55+05(4—2-1) =65

yi 2] 4 [5,5(65]7
Yy =6.5+054—-2-15)=7.
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4. Considere a superficie S definida pela equacao = = yz + —

5.

6.

A solugao exacta do problema é y(2) = 4 com y(x) = 42 — 22 pelo que o erro absoluto cometido é |4 — 7| = 3.

222

1
(a) Classifique a superficie.
(b) Verifique se S se trata de uma superficie de revolugéo, e em caso afirmativo descreva essa revolugdo (isto é,

indique que curva roda em torno de que eixo).

(¢) Escreva a equagao da superficie que se obtém por reflexdo de S no plano y = x.

R: (a) A superficie S é um paraboldide que se posiciona no vértice (0,0, 0) e se prolonga ao longo do eixo positivo
dos z’s. (As intersecgoes com planos de equacdo ¢ = a, com a > 0, dao origem a circunferéncias, e a interseccao
com os planos y = 0 e z = 0 originam parédbolas.)

2
(b) A superficie S é uma superficie de revolucao onde a pardbola de equagdo = = % roda em torno do eixo dos
T’s.

(c) A reflexdo de S no plano y = = dé origem & superficie de equagao y = Z—z + %.

Considere a regiao R do plano definida pelas pelas condigbes y > 0 e (z — %)2 +y? < i. Descreva a regiao por

meio de inequacoes da forma:

ri(0) <r

IN

’1"2(9)

0 <6<6,

onde (r,0) sdo as coordenadas polares de um ponto do plano.

R: O conjunto R pode ser descrito em coordenadas polares através das condigoes 0 < 0 < g e 0<r<cosh.

Considere a equacao diferencial ¥y’ = f(ax + by + ¢) em que f : R — R é uma fungao continua e a + bf(t) # 0,

para todo o t € R.

(a) Mostre que uma mudanga de varidvel u(z) = az+by(z)+c transforma a equa¢do numa equagao de varigveis

separaveis.

(b) Usando o método agora descrito resolva o PVIL: y' = ¢2*T¥=1 — 2 com y(0) = 1.

R: (a) Caso b = 0 a equagao é claramente separdvel. Caso b # 0 e tomando u = ax + by + ¢ temos j—g =a+ b%

pelo que a equagao diferencial é equivalente a

du 1 du
@ et e ]

(note que a + bf (t) # 0, para todo o t € R) que é obviamente separdvel.

(b) Consideremos a fungio continua f dada por f(t) = et — 2 e que satisfaz a + bf(t) # 0, para todo o t € R,

sendo a =2 e b = 1. Usando a mudanca de varidvel sugerida, a equacao dada é equivalente a

1 d
md—z :1<:>e_uu/:1<:>—e—u:x+c<:>u(x):_10g(_$_c)_



Desfazendo a mudanga de varidvel obtemos 2z +y — 1 = —log(—z — ¢) < y(z) =1 — 22 — log(—x — ¢). Como

y(0) = 1 entdo ¢ = —1 pelo que a solu¢ao do PVI é y(x) =1 — 2z — log(1 — x).



