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Programa

@ Parte 1 - Conjuntos e Relagoes e Fungdes

@ Conjuntos, representacdes e operacdes bdsicas; conjunto das partes;
cardinalidade.

@ Relagdes bindrias: equivaléncias e ordens parciais.

@ Funcgdes: bijecgbes; inversao e composi¢do.

@ Parte 2 - Inducdo

@ Definicdes indutivas

® Inducgdo nos naturais e estrutural

©® Primeiro e segundo principios de indu¢ao
@ Fungdes recursivas e provas por indugdo

@ Parte 3 - Grafos e Aplicacdes

@ Generalidades

@ Conexidade

(3] Arvores

@ Grafos Eulerianos
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1.3. Funcoes

Sejam X e Y dois conjuntos. Uma aplicacio (ou funcdo) de X em Y é
uma relagdo R de X em Y (i.e. R C X x Y) verificando que, para
qualquer x € X, existe um e um sé y € Y tal que (x,y) € R, ou seja,
simbolicamente

(Vx e X) (Fy € Y) (x,y) €R.

Se f é uma aplicacdo de X em Y escrevemos f : X — Y e, dado x € X,
denotamos por f(x) o tnico elemento y € Y tal que (x,y) € f. Este
elemento é designado por imagem de x (por meio de f).

Dada uma aplicacdo f : X — Y/, chamamos:
@ conjunto de partida de f a X;
@ conjunto de chegada de f a Y/;
@ imagem de f (ou contradominio de f) ao conjunto das imagens por
(meio de ) f de todos os elementos x € X:

Imf={f(x)| xe X} = ceY|(Ixe X)y="Ff(x



. Pertel- Conjuntos relaghes e fundes  Funsdes ou aplicagbes: Defiigdo e exemplos
Exemplos J

1. Sejam X = {1, 2, 3} e Y = {1, 2, 3, 4}. Entio:

o R={(1,2), (2,3), (3,4), (1,4)} é uma relagdo de X em Y, mas n&o é
uma aplicacdo de X em Y.
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e R=1{(2,3), (3,4)} é uma relacdo de X em Y, mas ndo é uma aplicagéo de
XemY.
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o R={(1,1), (2,3), (3,3)} é uma aplicagdo de X em Y.
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2. Sejam X = Y =R. Entio:

@ R={(x,y) ERxR: x=y?} éuma relagio de R em R, mas n3o é uma

aplicagdo de R em R.

y

X=y




@ R={(x,y) e RxR: x? =y} é uma aplicagdo de R em R.
y

X
Definicdo
Sejam f : X — Y uma aplicagdo, AC X e B C Y. Designamos por:
e imagem de A (por meio de f) ao conjunto f(A) = {f(x) | x € A};
@ imagem reciproca (ou pré-imagem) de B (por meio de f) ao conjunto

f1(B)={x € X | f(x) € B}.

O conjunto f~1(B) também ¢é denotado por f**(B) e o conjunto f(A) por
f~(A). Se B = {y}, denotamos também f~1(B) por f~1(y) ou £ (y).
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Exemplo

Sejam X = {1, 2, 3, 4, 5},f:X—>Xtanuef:<

A={1,2 3} eB=/{l, 2, 3}. Entio,
Imf ={2, 3, 4}, f(A) = {2, 4} e
f~1(B) ={1, 2, 4, 5}.

Observe-se que f(f~1(B)) = {2, 3} C B.
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. Pertel-Conuntosraescfungdes Fungescarscterizacio
Definicdo
Seja f : X — Y uma aplicacdo. Dizemos que:
e f é injectiva (ou uma injec¢do) se (Va,b € X) f(a)=f(b)=a=>b
(equivalentemente, se (Va,b € X) a# b= f(a) # f(b));
e f é sobrejectiva (ou uma sobrejecgdo) se f(X) =Y, i.e. se
(Vy € Y)(3x e X) y = f(x);
e f é bijectiva (ou uma bijeccdo) se for simultaneamente injectiva e
sobrejectiva, i.e., equivalentemente, se (Vy € Y)(Ix € X) y = f(x)

v

Exemplos _ 1 2 3 45
@ A aplicagdo f : X — X do exemplo anterior, f = ( 5 2 4 3 3 > ,
ndo é injectiva nem sobrejectiva.

@ A aplicagdo f : N — N definida por f(n) = n+ 1, para qualquer n € N, é
injectiva mas nao é sobrejectiva.

@ Seja X um conjunto qualquer e f : X — X a aplica¢do definida por
f(x) = x, para qualquer x € X. Ent3o, f é injectiva e sobrejectiva, donde f
é bijectiva. Esta aplicagdo designa-se por aplicacdo identidade de X e
denota-se por 1x ou idx ou lx.




@ Sejam X =1{1, 2, 3, 4}, Y =11, 2}ef:<1

aplicacdo de X em Y.
Entdo f é sobrejectiva
mas ndo € injectiva.

aplicacdo de X em Y.
Entdo f é injectiva
mas nao é sobrejectiva.
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Sejam X = {1, 2, 3}, Y ={1, 2, 3, 4}ef:(
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Observacio

Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma aplicagdo. Afirmar que
(Vx, y € X) x =y = f(x) = f(y)

€ 0 mesmo que dizer que f é uma aplicacio.
N3o confundir com o conceito de injectividade!

Teorema

Sejam f: X — Y eg: Y — Z duas aplicacbes. Entido a relagdo
composicdo de g com f, de X em Z, € uma aplicacdo gof : X — Z que
estd definida por (g o f)(x) = g(f(x)), para qualquer x € X.

gof
| P g ¥
X Y- 4
x| qel g(f(x)) = (g o f)(x)




Observacao
Sejam f: X — Y e g: Y — Z duas aplicagdes.
@ A composta f o g estd (formalmente) definida se, e sé se, Z = X;

@ Se Z = X entdo as aplicacbes f o g e g o f estdo definidas, mas n3o
temos necessariamente fog =gof.
Claro que, se X £ Y,entdiogof: X — Xefog:Y — Y, pelo
que fog # gof. Mas mesmo quando X = Y, podemos ter
fog#gof.

. 1 2 3 1 2 3
Por exemplo, sejam X = {1, 2, 3}ef—<2 1 3>,g_<3 1 2)
duas aplicagdes de X em X. Entéo,

1 2 3 12 3
ng:<3 2 1>7é<1 3 2):g°f'

Proposicao

Sejamf: X —Y,g: Y —Zeh:Z— W trés aplicacées. Entio,
estdo definidas as aplicacées (hog)of eho(gof) de X em W e temos

(hog)of =ho(gof).




Teorema
Sejamf: X — Y eg: Y — Z duas aplicagbes. Entio:

o Se f e g sdo injectivas, entdo g o f € injectiva,
o Se f e g sdo sobrejectivas, entdo g o f € sobrejectiva;

e Se f e g sdo bijectivas, entdo g o f € bijectiva.

Definicdo
Dizemos que uma aplicacdo f : X — Y é invertivel se existir uma
aplicacido g: Y — X talque gof =idx e f o g = idy.

X Y

Proposicao

Seja f : X — Y uma aplicagdo invertivel. Entdo, existe uma e uma sé
aplicacgdgog: Y — X tal quego f =idx e f o g = idy.




Nas condi¢coes da Proposicao anterior, a aplicacao g chamamos aplicacao
inversa de f e denotamo-la por f~1: f~lof =idx e fof ! =idy.

Observemos ainda que, dados x € X e y € Y, temos
y="f(x)ex= f_l(y).

Observacdo

E evidente que, se f : X — Y é uma aplicacdo invertivel, entdo a sua
inversa f~1: Y — X é também invertivel e temos (f~1)~1 = f.

Proposicao
Sejam f : X — Y e g : Y — Z duas aplicacées invertiveis. Entdo, a
aplicagdo g o f : X —» Z é invertivel e tem-se (go f) ' =flogl

Teorema
Uma aplicagdo f : X — Y € invertivel se e s6 se € uma bijec¢do.
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