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Programa

@ Parte 1 - Conjuntos e Relagoes e Fungdes

@ Conjuntos, representacdes e operacdes bdsicas; conjunto das partes;
cardinalidade.

@ Relagdes bindrias: equivaléncias e ordens parciais.

@ Funcgdes: bijecgbes; inversao e composi¢do.

@ Parte 2 - Inducdo
@ Definicdes indutivas
@ Indugdo nos naturais e estrutural

@ Primeiro e segundo principios de indugdo
@ Funcgdes recursivas e provas por indugdo

@ Parte 3 - Grafos e Aplicagoes

@ Generalidades
@ Conexidade
(3] Arvores
@ Grafos Eulerianos
@ Matrizes e grafos
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2.1 - Definicoes indutivas de conjuntos

Com um nimero finito de regras € possivel definir conjuntos com um
nidmero infinito de elementos. A este tipo de definicdo dd-se usualmente o
nome de definicdo indutiva ou recursiva.
Numa definicdo indutiva temos:
@ Regras (axiomas) que determinam os elementos basicos (constantes)
do conjunto.

@ Regras para obter novos elementos a partir dos que ja estdo no
conjunto.

Dizemos que um conjunto com um nimero infinito de elementos é um
conjunto indutivo se pode ser gerado pelas regras anteriores.
Exemplo
O conjunto Ny é um conjunto indutivo pois,
Q@ 0¢€ No

@ Se n € Ny entdo suc(n) € Ny, onde suc(n) denota sucessor de n em
Np, ou seja, o elemento que cobre n na cadeia (Np, <).




Exemplo
O conjunto dos niimeros pares n3o negativos [P é definido em compreensdo
por
P={2n:ne Ny}
Também é possivel definir este conjunto indutivamente da seguinte forma:
Q@ 0cP.
@ x € P =suc(suc(x))e P.

Exemplo
Seja SEQ o conjunto de todas as sequéncias finitas de elementos naturais.
Por exemplo, sdo elementos de SEQ as sequéncias (1,2), (3,4,10) ou
(3,2,1,4,3).
Vimos anteriormente que (a1, a,...,an) = (a1,(a2,...,an)).
Como definir este conjunto indutivamente?

© A sequéncia vazia () € SEQ

@ SexeNgeseSEQ = (x,s) € SEQ.




Exemplo

Como justificar, usando a definicdo indutiva de Ny que 4 € Np?
Sabemos que:

0 € Ny pois 0 pela regra 1 é um elemento bdsico de Njy.

1 € Ny aplicando a regra 2 que diz que como 0 € Ny ent3o suc(0) € Np.
2 € Ny aplicando a regra 2 que diz que como 1 € Ny entdo suc(1) € Np.
3 € Ny aplicando a regra 2 que diz que como 2 € Ny entdo suc(2) € Np.
4 € Ny aplicando a regra 2 que diz que como 3 € Ny entdo suc(3) € Np.

Exemplo

Mostre que a sequéncia (3,4,2,4) € SEQ. Temos:

() € SEQ axioma

4eNpe()eSEQ=(4,() =(4) € SEQ

2eNpe (4) € SEQ = (2,(4)) = (2,4) € SEQ

4ecNge (2,4)e SEQ = (4,(2,4)) = (4,2,4) € SEQ
3eNpe(4,2,4) € SEQ = (3,(4,2,4)) = (3,4,2,4) € SEQ




Regras de inferéncia

Um sistema dedutivo € constituido por um conjunto de axiomas e regras
(regras de inferéncia).
As regras de inferéncia sdo normalmente escritas na forma

Ji...Jn
J

onde Ji ... J,,J sdo assercées ou proposicoes, tendo-se n = 0 quando a
regra J é um axioma.

Exemplo

Usando a definicdo indutiva de Ny podemos escrever assim as suas regras

de inferéncia:
n € Ny

0 e Ny ¢ suc(n) € Ny

v




Exemplo

O conjunto dos niimeros pares ndo negativos P foi definido indutivamente da
seguinte forma:
Q@0cP

@ x € P =suc(suc(x))e P.

as sua regras de inferéncia s3o:
xeP

oep © suc(suc(x)) € P

Exemplo

Seja SEQ o conjunto de todas as sequéncias finitas de elementos naturais
definido indutivamente por

@ A sequéncia vazia () € SEQ
Q SexeNyese SEQ = (x,s) € SEQ.

as suas regras de inferéncia s3o:
x € Ny s € SEQ

OeseqQ © (x,s) € SEQ
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Uma proposicdo J diz-se derivavel se, e sé se, uma das seguintes situacoes
ocorre:

° é um axioma.

1'jJ" é uma regra de inferéncia e J; ... J, sdo assercbes derivdveis.

(.

Podemos determinar se um elemento pertence a um dado conjunto
indutivo aplicando as regras de inferéncia pela ordem contraria
(trabalhando de baixo para cima).

Exemplo

suc(suc(0)) € Ny é derivavel de acordo com a defini¢do de Ny

anteriormente descrita:
0€Ng

suc(0)eNy
suc(suc(0)) € Ny




Exemplo
Como justificar, usando as regras de inferéncia de Np, que 4 € Np?

Temos:
0eNg

suc(0)eNg
suc(suc(0)) ENg

suc(suc(suc(0)))ENy
suc(suc(suc(suc(0)))) € Ng

Exemplo

Mostre, usando as regras de inferéncia, que a sequéncia (3,4,2,4) € SEQ.
Temos:

4eNo  (yeseq
seN, o0 meste
0 (2,4)€SEQ

3€No (42,4)eSEQ
(3,4,2,4) € SEQ




Palavras

Uma palavra é uma sequéncia finita de zero ou mais elementos colocados
uns a seguir aos outros por justaposicao.

Os elementos individuais com os quais podemos construir palavras
constituem o alfabeto habitualmente representado por %.

Uma palavra sem elementos designa-se por palavra vazia e denota-se por
€.

O comprimento de uma palavra é a quantidade de caracteres dessa
palavra, e pode ser qualquer valor inteiro ndo negativo.

A palavra vazia € a tnica palavra de comprimento 0.

O conjunto de todas as palavras, sobre ¥, de comprimento n é denotado
por X",

Notemos que ¥° = {¢} para qualquer alfabeto ¥.




Exemplo
O conjunto das palavras bindrias W é um conjunto de palavras definido
sobre o alfabeto X = {0,1} (sequéncias finitas de 0's e 1's). O conjunto
W é um conjunto indutivo definido pelas regras:
Q ccW;
@ Se w € W, entdo concy(w) € W (onde concy(w) corresponde a
"aumentar” a palavra w justapondo a direita de w o elemento 0);

© Se w € W, entdo conci(w) € W (onde conc(w) corresponde a
"aumentar” a palavra w justapondo a direita de w o elemento 1).

Ao conjunto W correspondem as seguintes regras de inferéncia:

weWw weWw
ecW concp(w) € W conci(w) € W

Exemplo

Por exemplo, para as palavras bindrias W temos {0,1}? = {00,01,10,11}.



Arvores binarias

Seja K um conjunto finito ou infinito e indutivo. O conjunto A das drvores
bindrias sobre K é um conjunto de vértices e arcos (linhas que ligam dois
vértices) definido indutivamente pelas regras:

e A drvore vazia () € uma drvore binaria.

e Se A e B sdo duas arvores bindrias e k € K entdo nodoy(A, B) é uma
drvore bindria.

Onde nodog(A, B) é a drvore que se obtém ligando um novo vértice com
etiqueta k, por um tnico arco, a cada uma das arvores A e B.
Chama-se arvore esquerda a A e arvore direita a B.

Definicdo
o Cada elemento de uma arvore bindria designa-se por vértice.

@ Chama-se grau de um vértice de A ao nlimero de arcos que tocam
nesse vértice.

v




Definicao
@ Se uma arvore C = nodoy(A, B) dizemos que o novo Vvértice criado é
ascendente dos (nicos vértices de A e de B aos quais estd ligado.
@ Chamamos raiz ao Unico vértice de uma arvore sem ascendente.

@ Aos vértices que n3o s3o ascendentes de nenhum vértice de uma
arvore chamamos folhas.

@ O nivel de um vértice é o niimero de vértices, com excep¢io da raiz,
que estdo no segmento que une o vértice a raiz (a raiz tem nivel zero).

@ A altura de uma arvore é o maximo dos niveis dos seus vértices.

v

A representagdo grafica de drvores adopta as seguintes convengoes:
@ A raiz estd no topo;

o Os vértices sdo representados por circulos;

@ Os arcos sdo representados por linhas.




Exemplo

Seja K = {a, b,c} Sejam A e B as seguintes arvores sobre K

-~ @

O vértice b é a raiz da arvore A.
O vértice b é a raiz da arvore B mas também é folha.




A drvore que se obtém a partir das drvores anteriores fazendo nodoc(A, B)
é

nodo(4,B)

O vértice c € a raiz da drvore C = nodo.(A, B).
Os Vvértices a e b sdo folhas de C.
A altura da drvore C € 2.




O conjunto das arvores bindrias de 0's e 1's T é um conjunto de vértices e
arcos (linhas que ligam dois vértices) definido indutivamente pelas regras:
0 €T, isto é 0 é uma arvore constituida pelo dnico vértice 0.
1 €T, isto é 1 é uma arvore constituida pelo tinico vértice 1.

Seti € Tety €T, entdo nodo(t1, t2) € T.
onde nodo(ti, ty) € a drvore que se obtém ligando um novo vértice, por
um unico arco, a cada uma das arvores t; e to.

A este conjunto correspondem as regras de inferéncia:

t1 €T tb eT
0eT 1eT nodo(ty,tz) € T




Exemplo

A seguinte arvore é uma arvore bindria de O’'s e 1's

que corresponde a nodo(1,0) em T.

A altura desta arvore é 1.
s é

O nivel das suas folhas é também 1.




Exemplo

S3o arvores bindrias de O's e 1's

—> raiz

1 1 0 1
folhas folhas

que correspondem as arvores obtidas por nodo(nodo(1,1), nodo(0,1)),e
por nodo(nodo(nodo(1,1), nodo(0, 1)), nodo(1,0)), respectivamente.




Exercicios
© Defina indutivamente o conjunto L de todas as palavras sobre
Y ={0,1} da forma {¢,01,0011,000111,...}, isto é, as palavras
constituidas por um certo nimero de 0's consecutivos seguidos pelo
mesmo nimero de 1's consecutivos.
@ Prove que nodo(0, nodo(1,0)) € T e represente a respectiva arvore
binaria.




Uma vez que uma fungdo é um subconjunto de um produto cartesiano
entdo, em certos casos, também uma funcdo pode ser definida
indutivamente.

Exemplo
Seja f : Ng — Ny a fun¢3o tal que f(n) = 3n, para todo o n € Ny.
Uma vez que

f(0)=0, f(1)=3=Ff(0)+3, f(2)=6=F(1)+3,...,

podemos definir recursivamente esta funcio por

£(0) =0
{ f(n+1)=~F(n)+3




Exemplo

Definamos indutivamente a funcdo h: W — Ny que determinard o
nimero de 1's de uma palavra de W.
Atendamos a que:

@ A palavra vazia ndo tem um'’s, podemos afirmar que h(e) = 0;

e Dada uma palavra w € W, concy(w) tem exactamente o mesmo
nimero de um's que w

e Dada uma palavra w € W, conci(w) tem mais um 1 que w.

Assim, a funcdo h podera ser definida recursivamente por:
h(e) =0

h(conco(w)) = h(w) Yw e W.
h(conci(w)) = h(w) +1




2.2 - Inducao nos Naturais e Estrutural

Para provar que uma propriedade P é valida num conjunto indutivo
A, € suficiente provar que qualquer que seja a regra de inferéncia
(associada a definicdo indutiva de A)

Sy
J

se J1,---,J, satisfazem a propriedade P entdo J também satisfaz P.

Inducao sobre Ny
As regras de inferéncia para Ny sdo

n € Ny
0 €Ny suc(n) € Ny




Assim, uma propriedade P € valida em Ny se:
e P(0), i.e. P € vdlida para 0, e

e Vn (P(n) = P(suc(n))), i.e., qualquer que seja n, se P € vdlida para
n entdo € valida para suc(n).

Primeiro Principio de Inducao

A inducdo sobre Ny € usualmente designada por inducdo matematica e
pode ser formulada como se segue:

[ P(0) A Vn(P(n) = P(suc(n))) ]| = Vn P(n)

Sejam m € Ng =NU {0}, Np, = {/ € No : | > m} e § um subconjunto de
N, tal que:

Q@ meS;
Q@ keS=k+1€S, para qualquer k € N,.
Entdo S = N,,.




Exemplo
Mostremos, usando o principio de inducdo que 2n+ 1 < 2", para qualquer
natural n > 3.
Observemos que:
Nm = I\13
S={neN3:2n+1<2"}

Assim, teremos de provar que S = N3,
Como2x3+4+1=7<23%=28temos que 3 € S.

HI:Suponhamos que dado k € N3, k € S.

Verifiquemos agora que também k+1 € S.
Ora,

2k+1)+1=2k+2+1=2k+1+2< (Por HI)
2k+2§2k+2k:2k+1
Entdo k +1€ S.

Usando o Principio de Indugdo Matemdtica podemos concluir que S = N3,
ou seja, 2n+ 1 < 2", para qualquer natural n > 3.




Segundo Principio de Inducao

Indugdo Completa ou Segundo Principio de Indugdo:
A indugdo matematica pode ser generalizada da seguinte forma:

[ P(O) A Vn( (Ym < n P(m))= P(suc(n)) )] = Vn P(n)

Sejam m € Ng =NU {0}, Np, = {/ € No : | > m} e § um subconjunto de
N, tal que:

Q@ meS;

Q@ Vte{m,...,k},t€S)=k+1€S, para qualquer k € N,.
Entdo S = N,,.




Exemplo

Consideremos a sucessdo (ap)n>o definida por

a = 1
al =2
a, =4a,_1—4ap,_>, n>2.

Mostremos, usando o principio de indu¢cdo completa, que a, = 2", para
qualquer n € Ng.
Temos que:
@ ao =2° pelo que, 0 € S;Para k = 1 temos a; = 2 = 2%, ou seja,
l1es.
@ Seja k € 5 e admitamos que para todo o t tal que 0 < t < k se tem
te S, isto é, a = 2°.
Queremos provar que, para k> 1, k+1 € S.




Como k > 1 temos ay = 2% e ax_1 = 2k~1. Donde

k1 = 4ax —4ak_1

= 4.2k 40k 1
— 2k+2 o 2k+1
=2ktl(2 1)
— 2k+1‘

Logo, k+ 1 € S e pelo principio de inducdo completa podemos concluir
que S = Ny, ou seja, que que a, = 2", para qualquer n € Ny.




Definicdo
Sejam S um conjunto indutivo e R um subconjunto de S.
Seja Lo b

J

uma regra de inferéncia que define S indutivamente e que n3o é um
axioma.

Seja Q; a proposi¢do que se obtém da proposicdo J; substituindo o

conjunto S pelo conjunto R, parai=1,...,n e seja Q a proposicdo que
se obtém da proposicdo J substituindo o conjunto S pelo conjunto R.
Se a proposi¢do Q Q Q.
Q
for verdadeira em R,dizemos que
h ) Jn
J

é uma R-regra.




Principio de Indugao Estrutural

Sejam S um conjunto indutivo e R um subconjunto de S tal que:

@ Os elementos bdsicos de S pertencem a R.

@ As regras de inferéncia que definem indutivamente S e que ndo sdo
axiomas, sdo R-regras.

Entdo R = S.

Induc3do sobre T
Recordemos que as regras de inferéncia para T sdo

t1 €T tb eT
0eT 1eT nodo(ty, tz) € T




Assim, uma propriedade P € valida em T se:
e P(0) e

e P(1) e
o Vi1, tp ( (P(t1) A P(t2)) = P(nodo(ty, t2)))

Considere as seguintes equagoes:

alt(0) =0

alt(1) =0

alt( nodo(t1, ty) ) = 1 + max{alt(ty), alt(t2)}

As equacoes acima definem uma funcao, i.e. para cada drvore t existe
um, e um s6, nimero natural n tal que alt(t) = n.

Consideremos R = {t € T : 3'n € Ny : alt(t) = n}




Vamos demonstrar por inducdo estrutural que (R =T).

e0cReleRrR
pois alt(0) =0 e alt(1) = 0, logo existe um tinico n € Nq (o zero) tal
que alt(0) = n e alt(1) = n.
Llogo0e ReleR.

o Para T temos a seguinte regra de inferéncia: 4L 2€T

nodo(ty,t)€T

Dados t1,t, € T,
se I'nalt(ti)=n e Im alt(tr) =m

entdo 3'n alt(nodo(t1, t2)) = n
[n =1+ max{ni, m}]

Entdo nodo(t, t) € R e, pelo Principio de Indugdo Estrutural, R = T.
Logo, podemos afirmar que a fungdo alt esta definida recursivamente pelas
equagdes dadas.




Exemplo

Atenda-se a definicdo indutiva de h: W — Ny que determina o ndmero
de 1's de uma palavra de W.

h(e) =0
h(conco(w)) = h(w) Yw e W.
h(concy(w)) = h(w) + 1

Prove-se, por inducdo, que h é uma funcao.
Neste caso definimos R = {w € W : 3'n € Ny, h(w) = n}.
Vejamos que R = W por indugdo estrutural.

Elementos bésicos A palavra € é o tnico elemento bésico de W. Uma vez
que h(e) = 0, existe um dnico elemento de Ny (o zero) que é
imagem de €. Logo e € W.




Exemplo
Regras Em W temos duas regras
Vejamos que % é uma R-regra.
Hl Se w € R entdo existe um Unico elemento
p € Np, tal que h(w) = p. Porque
h(conci(w)) = h(w) + 1, entdo existe um
Gnico ndmero natural r tal que
h(conci(w)) =r (r=p+1).
Tese Podemos entdo concluir que conci(w) € R.

%\v é uma R-regra.
HI Se w € R ent3o existe um Unico elemento
p € Np, tal que h(w) = p. Porque
h(conco(w)) = h(w), entdo existe um tnico
nimero natural r tal que
h(conco(w)) = r (r=p).
Tese Podemos entdo concluir que concp(w) € R.
Assim, pelo Principio de Inducdo estrutural, R = W. Portanto h é uma

funiéo.

Vejamos que




Exercicio

(a) Escreva equagdes que, para cada t € T, definam recursivamente
nmv(t) como o nimero maximo de vértices de t.

(b) Mostre, por indugdo em T, que nmv assim definida é uma fungéo.
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