Matematica Discreta

2016/17

Prof. Fatima Rodrigues
Departamento de Matemdatica
FCT/UNL

Baseados em slides elaborados pelo Prof. Jorge André e Prof.? Cecilia Perdigio



Programa

@ Parte 1 - Conjuntos e Relagoes e Fungdes

@ Conjuntos, representacdes e operacdes bdsicas; conjunto das partes;
cardinalidade.

@ Relagdes bindrias: equivaléncias e ordens parciais.

@ Funcgdes: bijecgbes; inversao e composi¢do.

@ Parte 2 - Indugao
@ Definicdes indutivas
@ Indugdo nos naturais e estrutural
@ Primeiro e segundo principios de indu¢ao
@ Funcdes recursivas e provas por inducao

@ Parte 3 - Grafos e AplicacGes

@ Generalidades
@ Conexidade
(3] Arvores
@ Grafos Eulerianos
@ Matrizes e grafos
‘Departamento de Matematica (FCT/UNL) S = 2/s8



3.1. Generalidades

A teoria dos grafos teve a sua origem no estudo de problemas que
podemos chamar de “recreativos”’. Vejamos alguns destes problemas.

Problema das Pontes de Konigsberg: No século XVIII existiam sete
pontes ligando diversas regides da cidade e conta-se que, nos seus
passeios, os habitantes se divertiam a tentar encontrar um percurso que
Ihes permitisse atravessar cada uma das pontes uma, e uma sé vez,
voltando ou ndo ao ponto de partida. Dado as suas tentativas resultarem
infrutiferas, alguns comecaram a acreditar que tal percurso n3o existia.
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Na cidade de Konigsberg, antiga capital da Prdssia Oriental, o rio Pregel
circundava uma ilha e separava-a em duas vertentes.




Para a resolugcdo deste problema podemos construir o seguinte diagrama:

em que os “arcos’ a, b, c, d, e, f, g representam as sete pontes e os
“vértices” A, B, C, D representam as quatro regides da cidade que tem
interesse considerar.




Em 1736 o matematico suico Leonhard Euler escreve um artigo,
considerado o primeiro artigo de teoria de grafos, no qual demonstra a
inexisténcia de um percurso nas condi¢cdes anteriormente descritas.

Segundo refere L. Saalschiitz, em 1875 foi construida uma nova ponte h,
ligando as zonas representadas por B e C, apds o que se tornou possivel
efectuar um percurso nas condi¢Ges referidas, desde que o ponto de
partida e de chegada ndo tivessem de ser o mesmo. Nomeadamente,






Problemas do mesmo tipo do anterior s3o aqueles em que se pretende
desenhar certas figuras, como por exemplo:

sem levantar o l4pis do papel e ndo passando sobre um “arco” ja

desenhado.
Para tais problemas sera dada uma resposta completa no capitulo com o
titulo de Grafos Eulerianos.




Problema do Percurso do Cavalo num Tabuleiro de Xadrez

Este problema, tratado por Euler (1759) e Vandermonde (1771) consistia
no estudo da existéncia de uma sequéncia de movimentos que permitisse a
um “cavalo” percorrer, através de movimentos obedecendo as regras
usuais de movimentag¢do no jogo de xadrez, as 8 x 8 “casas” do tabuleiro
uma, e uma so, vez regressando a posicao de partida.

Observe-se que num tabuleiro de xadrez o niimero de “casas” brancas é
igual ao nimero de “casas” pretas e que um cavalo através de um (nico
movimento licito passa de uma "casa” para outra de cor distinta.

Tal como anteriormente, o problema pode ser estudado considerando um
diagrama com 8 x 8 = 64 “vértices”", cada um representando um quadrado
do tabuleiro e estando dois vértices ligados por um “arco” se, e sé se, o
cavalo conseguir mover-se entre as respectivas posicoes, através de um
Ginico movimento licito.



Refira-se que este problema é distinto do anterior. Anteriormente

pretendia-se que cada “arco” fosse “percorrido” uma, e uma sé, vez. Aqui

pretende-se que cada ‘“vértice" seja “visitado” uma, e uma sé, vez. Para

concretizar este objectivo pode nao ser necessario percorrer todos os
arcos”.

No dmbito deste problema, em 1857, Hamilton apresenta na Associacao
Britanica de Dublin um “jogo” que, entre outras versGes, tinha uma que
envolvia um dodecaedro regular.



Os seus 20 “vértices” representavam 20 cidades importantes e os seus
“arcos” representavam ligacOes entre cidades. Pretendia-se determinar um
percurso que permitisse visitar todas as cidades uma, e uma sé, vez e
regressar a cidade de partida.




Uma solucdo para este problema é o percurso

a, ba G, d7 €, m, Ia k7 .ja ia h7 8, f7 q, r,s, t, u, n p,a

O problema complicava-se quando se pretendia determinar um percurso
nas condicOes anteriores, mas que iniciasse com o trajecto

a, b, g, h, i

Este problema conhecido por “Viagem a volta do mundo” é do mesmo
tipo do “Percurso do cavalo num tabuleiro de xadrez”. Ambos constituem
motivacdo para o estudo que efectuaremos no capitulo dos Grafos
Hamiltonianos, terminologia que n3o estd completamente justificada uma
vez que, antes de Hamilton, Vandermonde e Kirkman se tinham debrucado
sobre este assunto.



Em 1936, exactamente 200 anos apds o artigo de Euler sobre as pontes de
Konigsberg, é publicado o primeiro livro sobre teoria de grafos da autoria
de D. Konig. Konig é o primeiro a propor chamar “grafos” aos diagramas
referidos bem como a estudar de forma sistematica as suas propriedades.
Desde essa altura os trabalhos nesta area multiplicam-se, destacando-se os
nomes de C. Berge, Ore, Erdos, Tutte e F. Harary.

Actualmente, os grafos sdo utilizados nas mais diversas dreas. Neste curso
ja utilizdmos estes diagramas quando representdmos geometricamente as
relacdes bindrias e quando desenhdmos diagramas de Hasse.



O nosso estudo vai centrar-se em duas espécies de grafos:

- Grafos orientados;

- Grafos n3o orientados.

Definicao

Chamamos grafo orientado, G, a um par (X, U) em que:
(i) X € um conjunto finito, ndo vazio e

(ii) U €é um subconjunto do produto cartesiano X x X.

Cada elemento de X diz-se um vértice de G e o cardinal de X, | X]|,
designa-se por ordem de G.

Os elementos de U dizem-se os arcos de G e o seu cardinal é designado
por tamanho de G.



Seja u = (xi, xj) € U. Diz-se que u é um arco de x; para x;j, sendo x; o
vértice/extremidade inicial de u e x; o vértice/extremidade final de u.
Diz-se, ainda, que x; e x; sdo os vértices terminais ou as extremidades de u
ou que u é incidente nos vértices x; e Xx;.

Um arco da forma (x;, x;) diz-se um laco.

E usual representar geometricamente um grafo, no plano, fazendo
corresponder a cada vértice um ponto, de tal forma que a vértices distintos
correspondam pontos distintos, e fazendo corresponder a cada arco um
segmento de recta ou, mais geralmente, uma curva continua que n3o se
intersecte a si prépria, unindo os dois pontos representativos dos seus
vértices terminais e n3o passando por nenhum outro ponto representativo
de um vértice. Arcos com iguais extremidades, como (x;, x;) e (xj, X;),
com j # j, sdo representados por curvas n3o coincidentes e sobre cada
curva representativa de um arco é desenhada uma seta “apontando” no
sentido do ponto representativo do vértice final.



Exemplo: Uma representagdo possivel para o grafo G = (X,U), em que
X ={x1, x2, x3, xa, X5, X6, X7}

U= {(le X2)7 (X17 X4)7 (X5a X6)7 (XG’ X5)a (X3> X3)7 (X37 X2)}:

X1

X4 X2




Num grafo orientado G = (X, U) dois vértices distintos x; e x; dizem-se
vértices adjacentes se existir, pelo menos, um arco neles incidentes, isto é,
Xj e xj, com i # j, sdo vértices adjacentes se (x;, X;) € U ou (xj, x;) € U.
Considera-se que um vértice x; é adjacente a si proprio se, e sé se,

(xi, xi) eU.

Dois arcos distintos dizem-se arcos adjacentes se tém, pelo menos, uma
extremidade comum. Considera-se que um arco u é adjacente a si préprio
se, e s6 se, u é um laco.

Num grafo orientado G = (X, U) designa-se por sucessor
(respectivamente, predecessor) de um vértice x todo o vértice que seja
extremidade final (respectivamente, inicial) de um arco cuja extremidade
inicial (respectivamente, final) seja x.



O conjunto dos sucessores e o conjunto dos predecessores de x serdo
designados, respectivamente, por:

Mx)={yeX: (x, y) eU}

Mx)={yeX: (y, x) eUy.

Designaremos por I'(x) o conjunto dos vértices adjacentes a x.
Num grafo orientado tem-se

F(x) =TT (x)ur—(x).

Se ' (x ):(Z)er (x) # 0 diz-se que x é um pogo.
Se I (x) # 0 e I (x) =0 diz-se que x é uma fonte.
Se ['(x) = () diz-se que x é um vértice isolado.



Exemplo: Usando o exemplo anterior,

X1

X4 X2

temos:

X1 € xp sao vértices adjacentes;

Os arcos (x1, x2) e (x3, x2) sdo adjacentes;
M (x) = {x, xa};

Fs) = {x, x3};

x1 € uma fonte;

X4 é um poco;

um vértice isolado.

M~ (M~ D~

X7




De entre os grafos orientados, existe uma classe muito importante, os
grafos orientados sem lacos que se designam por digrafos.

Conforme veremos posteriormente, pode suceder que no estudo de certas
propriedades dos grafos conhecer a “orientacao” dos arcos, ou mais
correctamente, distinguir o arco (x;, x;) do arco (x;j, x;), com i # j, ndo
se revele importante.

Definicdo

Dizemos que G = (X, U) é um grafo nio orientado ou, ainda, que
G = (X, U) é um grafo simples se:

(i) X € um conjunto finito, ndo vazio e

(ii) U € um subconjunto de

XoX={{x, y}: x, yeX, x#y}




Certas nog¢Ges anteriormente dadas ndo tém agora significado. E o caso
das no¢des de extremidade inicial e extremidade final de um arco, de laco,
de sucessor e de predecessor de um vértice, de poco e de fonte. As
restantes tém uma adaptagao que julgamos ser evidente.

A representacdo geométrica dos grafos simples obedece aos mesmos
principios que a dos grafos orientados, ndo figurando apenas a seta
representativa da orientac3o.

Dado um grafo orientado G = (X, U) consideremos o grafo simples

G' = (X, U') que se obtém, eliminando os lacos em U/ e seguidamente
substituindo cada par ordenado (x;, x;) € U pelo conjunto {x;, x;j}. G’
diz-se, ent3o, o grafo subjacente a G.



O grafo subjacente ao grafo orientado

X1

Xa X2

, . Xi
é o grafo simples >

X1
X
X4§X2 6
3 X5




Seja G = (X, U) um grafo simples e consideremos um grafo orientado

G' = (X, U') em que U’ se obteve de U substituindo cada arco {x;, x;}
ou por (x;i, xj) ou por (xj, X;), sendo a disjun¢do uma disjungdo exclusiva.
Se U é n3o vazio, podemos associar a G mais do que um grafo orientado,
cada um dos quais se diz um grafo resultante da orientacdo de G.

Exemplo: Seja G = (X,U) com

X ={x1, x2, x3, xa, X5,%6} €

U= {{X17 X2}7 {X17 X4}) {X57 X6}7 {X37 X2}}-

Um grafo resultante da orientacdo deste sera:
X1

X4 X2




Um outro grafo resultante da orientacdo do grafo simples inicial sera:

x1
X
x4/>x2 / 3
3 X5




Repare-se que unicamente foi alterada a “orienta¢do” do arco {xs, x5}. O
que nunca conseguimos &, através deste processo, obter o grafo orientado
inicial.

Na quase totalidade dos problemas que estudaremos, as definigdes
anteriores de grafo orientado e de grafo simples s3o as que interessa
considerar. Contudo para estudarmos problemas do mesmo tipo do das
pontes de Konigsberg, teremos que considerar uma outra definicdo de
grafo, que permita a um arco ocorrer repetido.

Definicdo
Um multiconjunto é um par ordenado (A, m) onde A é um conjunto e
m: A — N uma funcio.

Para cada a € A, chamamos multiplicidade de a (ou n°® de ocorréncias de
a) ao nimero natural m(a).



Exemplo: Consideremos o multiconjunto M = (A, m) tal que
A={a,b,c}, m(a)=3,m(b)=1e m(c)=2.
Dizemos que M = {a, a, a, b, ¢, c}.

Definicdo

Chamamos multigrafo (respectivamente, multigrafo orientado), a um par
G =(X,&) em que:

(i) X € um conjunto finito, ndo vazio e

(ii) € = (U, m) é um multiconjunto comU C X @ X (respectivamente,
UCXxX).

Num multigrafo G = (X, £) em que para certos x1, x2 € X se tenha

m({x1,x2}) = 3, isso significa que entre os vértices x; e x existem trés
arcos.



Se no multiconjunto £ o niimero méximo de vezes que um elemento (arco)
ocorre é p dizemos que G é um p-grafo (o grafo do problema das pontes
de Konigsberg é um 2-grafo ndo orientado).

Os elementos do multiconjunto £ que sdo iguais dizemos que constituem
arcos paralelos.

Seja G = (X, U) um multigrafo (respectivamente, multigrafo orientado).
O grau de um vértice x define-se como o nidmero de arcos incidentes em x
(respectivamente, o nimero de arcos incidentes em x mais o nimero de
lagos incidentes em x). Representa-se, habitualmente, por dg(x), ou
simplesmente por d(x), se ndo houver dividas sobre qual é o grafo que se
estd a considerar.

Se G é um multigrafo orientado denomina-se grau exterior
(respectivamente, grau interior) do vértice x, e representa-se por d*(x)
(respectivamente, d~(x)) o ndmero de arcos de G que tém x como
extremidade inicial (respectivamente, extremidade final).



Das defini¢cdes anteriores resulta que num multigrafo orientado
G = (X, U) se tem

d(x) = d"(x) + d~ (), para todo o x € X.

Atenda-se, ainda, a que num grafo orientado G = (X, U) se verifica que

dt(x) = [T (x)] e d~(x) = I (x)], para todo o x € X.



Exemplo: Consideremos o seguinte multigrafo orientado,

X1
X0 S
X3 s
d+(X1) =1 , d_(Xl) =0
d (x)=1 : d”(x) =3,
G =3 . d(e)=1L
dt(x) =1 ; d=(x) =2,
d+(X5) =2 s d_(X5) =2.



O resultado mais conhecido envolvendo os graus dos vértices é o seguinte:

Teorema
Num multigrafo G = (X, U) com m arcos tem-se
(1) 2vex d(x) =2m.

(ii) Se G = (X, U) é um multigrafo orientado entdo
Doxex dT(x) = exd(x) =m.




A demonstragdo da afirmagio (ii) é imediata, se atendermos a que cada arco,
independentemente de ser ou ndo um lago, tem uma, e uma sé, extremidade
inicial (respectivamente, final) contribuindo, assim, com uma parcela igual a 1
para o somatério > -, d¥(x) (respectivamente, }° _, d~(x)).

A demonstragdo de (i) para multigrafos orientados, pode fazer-se utilizando (ii),
pois

D dx) =) (dT () +d (x) =D _d (x)+ > d(x)=2m,

xeX xeX xeX xeX

ou observando que para qualquer multigrafo, orientado ou n3o, cada arco tem
duas extremidades (que podem ser iguais, no caso dos lacos) e, portanto, por
d(x).

cada arco existe uma parcela igual a 2 no somatério >



A afirmac3o (i) do Teorema anterior é conhecida por Teorema do aperto
de maos.

Tal é devido ao paralelo com a seguinte situa¢ao:

Suponhamos que n pessoas se encontram numa reunido social e que
algumas se cumprimentam com um aperto de maos. Tal situagcdo pode ser
representada por um grafo simples, em que as pessoas s3o representadas
pelos vértices e em que existe um arco incidente em x; e x;, com i # j, se,
e s6 se, as pessoas correspondentes a tais vértices se cumprimentam com
um aperto de maos. Neste caso o grau de um vértice x representa o
nimero de pessoas, que a pessoa correspondente a x cumprimentou,
apertando a mio e a igualdade (i) do Teorema afirma, entdo, que a soma
do niimero de pessoas que cada um dos n presentes na reunido
cumprimentou é igual ao dobro do niimero de apertos de m3os.



Proposicao
Num multigrafo, orientado ou ndo, G = (X, U) é sempre par o niimero de
vértices de G que tém grau impar.

Dem: Sejam m o nimero de arcos de G,

X1 ={xe X: d(x) é impar}

Xo ={x€ X: d(x) é par}.

dTdx) =Y dx)+ Y d(x) =2m.

xeX xeXy xeXo

Tem-se,

Como 2me _ . d(x) sdo nimeros pares, concluimos que ), d(x) é par.
Dado que a paridade da soma de k = | Xj| nlimeros impares é a paridade de k,
concluimos que k = | Xi| é um nimero par. Como |Xi| é o niimero de vértices de
G com grau impar, tem-se o resultado pretendido.



Definicdo
Define-se sequéncia de graus de um multigrafo ou multigrafo orientado G,
com n vértices, como sendo a sequéncia

(di, da,..., dn),

ndo crescente, isto €, com

dh>dr>...2>dp,

cujos elementos sdo os graus dos vértices de G.

Observacao: No caso dos multigrafos orientados define-se de forma
andloga os conceitos de sequéncia de graus exteriores e sequéncia de graus
interiores.



Exemplo: Consideremos o multigrafo orientado do exemplo anterior.

Como foi visto,

Entao,

Q.
+
X

Q.
J’_
~ o~ ~
&
—_ — ~— ~
N B W H

d (x1)=0
d”(x2) =3,
d (x3) =1,
d™(xa) =2,
d”(xs) = 2.

a sua sequéncia de graus é (4, 4, 4, 3, 1),

a sua sequéncia de graus interiores é (3, 2, 2, 1, 0),
a sua sequéncia de graus exteriores é (3, 2, 1, 1, 1).

71)



Definicao

Uma sequéncia de inteiros ndo negativos (di, da,..., d,), com

di > dy > ... > d,, diz-se uma sequéncia grafica se existir um grafo
simples cuja sequéncia de graus seja (di, da,..., dn).

Proposicao
Se (d, da,..., dn) € uma sequéncia grafica entdo (di, da,..., dp) sdo
inteiros tais que:

(i) 0<di<n-—1, paratodooi€{1,...,n},

(i) °7, d;i é um ndmero par.

As condicdes (i) e (ii) anteriores s3o, pois, condi¢des necessdrias mas n3o
suficientes. Tal verifica-se somente paran=1e n=2.



Proposicao

Para n > 3 existem sequéncias ndo crescentes (di, da,..., d,) de inteiros
verificando as condicées (i) e (ii) da Proposicdo anterior e que ndo sio
grdficas.

Dem. Considere-se dy = n—1ed,=0. Se n é par tome-se db =1 e os
restantes elementos da sequéncia iguais a zero. Se n é impar, considerem-se os
restantes elementos da sequéncia nulos.

Finalmente concluimos que n3o existe nenhum grafo simples que tenha qualquer
uma das sequéncias anteriores como sequéncia de graus. Se um tal grafo simples
existisse teria n vértices sendo um de grau n— 1 e, portanto, adjacente a todos os
outros. Mas, entdo, em tal grafo ndo existiriam vértices de grau zero.



Proposicao
Num grafo simples, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices
com o mesmo grau.

Dem. Se n3o existissem dois vértices com o mesmo grau, a sequéncia de graus

do grafo seria
(n—=1, n=2,..., 1, 0),

que n3o é uma sequéncia grafica.



Teorema
A sequéncia de inteiros ndo negativos

S: dl, dg,...,dn

comdy > dy>...>dy,, n>2edy > 1 ¢éuma sequéncia grifica se, e s
se, a sequéncia

5’: dg—].,...7ddl+1—]., dd1+2,...,dn

(depois de ordenada por ordem n3o crescente) é uma sequéncia gréfica.

Dem.(parcial) Suponhamos que S’ é uma sequéncia gréfica e seja G’ um grafo
simples cuja sequéncia de graus é S’. Sejam x»,...,x, os vértices de G’ e
considere-se que
dG’(Xi):{ Z,-—l se2§i§d%+1

i sedi +2<i<n.
Seja G um grafo que se obtenha de G’ acrescentando um novo vértice x; e os d;
arcos {xi, x;}, para2 <i<d; +1. G é um grafo simples cuja sequéncia de
graus é S e, portanto, S é uma sequéncia grafica.



Exemplo: Determinemos se a sequéncia (6, 5, 5, 4, 3, 3, 2, 2, 2) é
uma sequéncia grafica.

Tem-se:
S 6,5, 5,4, 3,3,2,2,2
S 4,4, 3,2, 2,1, 2,2
S 44,3 2,22 2,1
Sh o 3,2, 1,1,2,2, 1
S3 3,2,2,2,1,1, 1
S5 1,1,1,1,1, 1

em que de S; para S, i € {1, 2, 3}, se aplicou o Teorema e de S/ para
Sit1, i € {1, 2}, se ordenou a sequéncia por ordem n3o crescente.



Embora possamos continuar a aplicar o Teorema, concluimos facilmente,
que S5 é uma sequéncia grafica, pois um grafo simples da forma

G/

tem S5 como sequéncia de graus.



Atendendo a primeira parte da demonstracao do Teorema, podemos
construir um grafo simples G3 cuja sequéncia de graus é S3. Teremos de
acrescentar um novo vértice ao grafo e torna-lo adjacente a 3 vértices de
grau 1.

G3



Acrescentando um novo vértice a Gs e tornando tal vértice adjacente a 4
vértices, nomeadamente ao vértice com grau 3, a um dos de grau 2 e a
dois vértices com grau 1, obtemos um grafo cuja sequéncia de graus é 5,.

&




Procedendo de forma andloga, concluimos que o grafo

Gy

tem sequéncia de graus S;.



Dois multigrafos podem parecer diferentes, mas representarem o mesmo
multigrafo. E o caso dos multigrafos G e Gy,

G1 G2

X3 X2 X1 X3




No entanto pode acontecer dois multigrafos parecerem semelhantes e
representarem multigrafos distintos. E o caso dos multigrafos G; e G3
(enquanto que em G; os vértices x; e x3 sdo adjacentes, em Gz n3o o s3o),

G]_ G3

X3 X X2 X3

X1 X4 X4 X1




Expressamos esta semelhanca dizendo que os multigrafos sdo isomorfos.

Definicdo

Sejam Hy = (X1, Ur) e Hy = (X2, Uz) multigrafos ndo orientados
(respectivamente, multigrafos orientados). Diz-se que Hy € isomorfo a H,
se existe uma aplicagdo bijectiva

(ol X1—>X2

tal que, para quaisquer x; e x;j € X1, o nimero de arcos incidentes, em Hy,
nestes dois vértices (respectivamente, com extremidade inicial em x; e
extremidade final em x;) seja igual ao niimero de arcos incidentes, no
multigrafo Ho, em (x;) e ¢(x;) (respectivamente, com extremidade inicial
em ¢(x;) e extremidade final em (x;)).




Proposicao
A relacdo de isomorfismo de multigrafos e de multigrafos orientados € uma
relacdo de equivaléncia.

Observacao:
© Atendendo a simetria da relacdo de isomorfismo de multigrafos
(respectivamente, multigrafos orientados) podemos escrever “H; e Hs
sdo isomorfos”.
@ Se Hy = (X1, U1) e Hy = (Xa, Up) sdo multigrafos isomorfos, através
da bijeccdo ¢, entdo

dH1(X) = de(SO(X))v Vx € Xi.



Exemplos:

© Os multigrafos G; e Gz do exemplo que temos vindo a considerar
nesta seccdo sdo isomorfos.

@ Os grafos simples

sao isomorfos.

Proposicao
Multigrafos e multigrafos orientados isomorfos tém sequéncias de graus
iguais.




A reciproca da Proposicdo anterior é falsa. Os grafos
Gy Gz

tém a mesma sequéncia de graus, (3, 3, 2, 2, 1, 1), mas ndo sdo
isomorfos. Basta atender a que os dois vértices de grau 3 de G; sdo
adjacentes, mas o mesmo n3o sucede aos dois Unicos vértices de grau 3 de
Go.




Observacao: Multigrafos orientados isomorfos, tém a mesma sequéncia
de graus exteriores e a mesma sequéncia de graus interiores.

Seja G = (X, U) um grafo simples. Se existe r € Ny tal que, dg(x) = r,
para todo o x € X, dizemos que G é um grafo regular de grau r ou
r-regular.

Um grafo simples regular de grau 0, isto é, com todos os vértices isolados,
diz-se um grafo nulo e representa-se por, no caso de ter n vértices, N,.



Um grafo simples, com n vértices, regular de grau n — 1, diz-se um grafo

n _
completo e representa-se por K,. Este grafo tem ( s | = # arcos,

conforme se verifica aplicando o Teorema do aperto de m3os.

Lo A X

Kl K2 K3 K4 K5




Como consequéncia do Teorema do aperto de maos, temos:

Proposicao
Nao existem grafos regulares de grau impar com um nidmero impar de
Vvértices.

Diz-se que um grafo G = (X, U), simples, é bipartido, com classes de
vértices X1 e X, se {Xi, Xo} é uma particdo de X e cada arco de G tem
extremidade num elemento de X e a outra extremidade num elemento de
X2. A notagdo utilizada é G = (X1, Xa, U).



Um grafo simples G = (X, U) diz-se p-partido, com classes de vértices
X1,...Xp, se {X1,..., Xp} é uma particdo de X e nenhum elemento de U/
tem ambas as extremidades em elementos da mesma classe.

Um grafo p-partido, com p > 2, em que existe um arco unindo todo o par
de vértices pertencentes a classes de vértices distintas diz-se um grafo
p-partido completo.

Se o grafo tiver nq,..., n, elementos nas classes, representa-lo-emos por
g 1, sy HIp
Kn,....n,- De entre este destacamos os K1 ,—1 que sdo os grafos estrelas.



~ A A
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Seja G = (X, U) um grafo simples completo, com n > 2 vértices.
Chamamos torneio a um digrafo resultante da orientacdo de G.

A menos de isomorfismo, ha dois torneios com 3 vértices (resultantes da
orienta¢do do K3).

Diz-se que G’ = (X', U’) é subgrafo do grafo orientado (respectivamente,
ndo orientado) G = (X, U)se X C X' el C (X' x X')NnU
(respectivamente, U’ C (X' @ X')NU).



De entre os subgrafos temos que destacar:

Seja G = (X, U) um grafo. Um grafo G’ = (X, U') com U’ C U diz-se
um grafo parcial de G. G’ obtém-se de G eliminando em U os arcos
pertencentes a U” = U \ U’, pelo que pode representar-se por G — U".

Se G' = (X', U'") é um subgrafo de G = (X, U) com U’ = (X' @ X')nU
(se G n3o é orientado) ou U’ = (X' x X')NU (se G é orientado), dizemos
que G’ é o subgrafo de G gerado por X’. Sendo X" = X\ X’
representamos G’ por G — X”.



Se G = (X, U) é um grafo orientado (respectivamente, ndo orientado) e
U" C (X x X)\U (respectivamente, U” C (X @ X) \ U) representamos
por G +U" o grafo (X, UUU").

Seja G = (X, U) um grafo simples. Chama-se grafo complementar de G e
representa se por G, o grafo simples G = (X, U) em que
=(X®X)\U.

Seja G = (X, U) um grafo orientado. Chama-se grafo complementar de
G e representa-se por G, o grafo orientado G = (X, U) em que
=(XxX)\U.
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