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Programa

@ Parte 1 - Conjuntos e Relagoes e Fungdes

@ Conjuntos, representacdes e operacdes bdsicas; conjunto das partes;
cardinalidade.

@ Relagdes bindrias: equivaléncias e ordens parciais.

@ Funcgdes: bijecgbes; inversao e composi¢do.

@ Parte 2 - Indugao
@ Definicdes indutivas
@ Indugdo nos naturais e estrutural
@ Primeiro e segundo principios de indu¢ao
@ Funcdes recursivas e provas por inducao

@ Parte 3 - Grafos e AplicacGes

@ Generalidades
@ Conexidade
(3] /—/\rvores
@ Grafos Eulerianos
@ Matrizes e grafos
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3.3. Arvores

3.3.1. Resultados sobre arvores J

Na sec¢do anterior, conhecemos os grafos cadeia, P,,, que s3o conexos e

verificam a seguinte propriedade: qualquer seu arco é uma ponte. Estes
grafos s3o arvores.

Como o préprio nome indica, quando construimos a arvore genealdgica, de
uma determinada familia, estamos a construir um grafo que é uma arvore.

Definicao
Designa-se por floresta um grafo sem ciclos e por arvore um grafo conexo
sem ciclos.

Observacao Uma floresta é um grafo em que cada componente conexa é

uma arvore.
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3.3. Arvores

Exemplo: Consideremos o seguinte grafo:

Este grafo é uma floresta composta por duas arvores.




3.3. Arvores

Teorema

Seja G = (X, U) um grafo simples, com n > 2 vértices. Entdo sdo
equivalentes as afirmagées:

(i) G é um grafo conexo sem ciclos.
(ii

(iii

G ndo tem ciclos e tem n — 1 arcos.
G é conexo e tem n — 1 arcos.

(iv) G é conexo e se u € U entdo G — u € desconexo.

(v) ¥xj, xj € X, tais que x; # X; existe uma, e uma s6, cadeia elementar
xi —xj, em G.

(vi) G ndo tem ciclos e se u € (X ® X) \U entdo G + u tem um, e um
s6, ciclo.




3.3. Arvores

Dem:

(i) = (ii) Por indugdo em n.

Para n = 2 o resultado é verdadeiro.

Suponhamos o resultado verdadeiro para todo o grafo conexo sem ciclos
com um ndmero de vértices inferior ou igual a k, com k > 2.

Seja G' = (X', U") um grafo conexo sem ciclos com k + 1 vértices. Como
G’ n3o tem ciclos, todo o arco v’ € U’ é uma ponte.

Logo, G’ — v/, com v’ € U’, tem duas componentes conexas R; e R, com
ki e ko vértices, respectivamente. Como R; e R, sdo grafos conexos sem
ciclos, por hipétese de indu¢do, o niimero de arcosde Ry é ks —1eo
nimero de arcos de R» é ko — 1. Porque 1 + k = k1 + ko e o niimero de
arcos de G' é 1+ k; — 1+ ko — 1, temos

1+ki—14+k—-1=14+k—-1=%k.



3.3. Arvores

Dem(cont.):
(if) = (iii) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G n3o é
conexo e sejam Ry,..., R, as componentes conexas de G, com p > 2.

Sejam n; e m;, respectivamente, o niimero de vértices e o nimero de arcos
de R, i=1,..., p.
Porque R; é conexo sem ciclos, temos

mi=n;—1 i=1,..., p.

entdo, o numero de arcos de G seria

P P
Zmi:E n—p=n—np.
i=1 i=1
Como p > 2, concluirfamos que o nimero de arcos de G
n—p<n-2,

o que contradiz a hipdtese.
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3.3. Arvores

(iiif) = (iv) Dado que G tem n vértices e n — 1 arcos, entdo para qualquer
u€elU, G— utem n vértices e n — 2 arcos. Demonstremos que se

G’ = G — u fosse conexo ent3o o seu niimero de arcos m’ verificaria

m' > n—1, o que é uma contradicio com m’ = n — 2. De facto se G’
fosse conexo sem ciclos ent3o por (i) = (ii) teriamos m" = n — 1. Por
outro lado se G’ fosse conexo com ciclos ent3o retirando arcos
pertencentes a ciclos obteriamos um grafo parcial de G ainda conexo e
sem ciclos em que m’ > n— 1.

(iv) = (v) Como G é conexo, entdo para quaisquer dois vértices de G
existe uma cadeia elementar, da qual sdo extremidades.

Se existissem dois vértices distintos de G que fossem extremidades de pelo
menos duas cadeias elementares distintas, entdo, em G, existiria um ciclo.
Sendo u um arco deste ciclo, como v n3o era ponte, G — u era conexo, o
que contradiz a hipdtese.



3.3. Arvores

(v) = (vi) Se em G existisse um ciclo, entdo sendo x e y dois vértices
distintos deste ciclo, existiriam duas cadeias elementares distintas x — y, o
que contradiz (v). Logo, G ndo tem ciclos. Seja u = {x;, x;} ¢ U, com
X; # Xj, vértices de X. Por (v) existe em G uma cadeia elementar x; — x;,
e dado que x; # x; também é uma cadeia simples. Assim, x; — x;, u, x; é
um ciclo em G + u.

Porque G ndo tem ciclos, entdo G + u tem no maximo um ciclo.

(vi) = (i) Demonstremos que G é conexo. Suponhamos que G é
desconexo e sejam Xx;, X; vértices de componentes conexas distintas.
Tem-se {x;, xj} ZU. Como G n3o tem ciclos e ndo existem cadeias com
extremidades em vértices de componentes conexas distintas, podemos
dizer que G + u ndo tem ciclos, o que contradiz (vi). Logo, G é conexo.



3.3. Arvores

Proposicao
Uma floresta com n vértices e p componentes conexas tem n — p arcos. J

Dem: Exercicio.

Proposicao
Existem grafos simples com n vértices e n — 1 arcos que ndo sdo florestas
e, portanto, ndo sdo arvores.

Dem: Considere-se G = C,_1 U K1, com n > 4.

Proposicao
Numa drvore, com n > 2 vértices, existem pelo menos dois vértices de
grau 1.




3.3. Arvores

Dem: Seja G uma &rvore com n > 2 vértices. Seja (di,..., d,) com
di > ... > dp, a sequéncia de graus de G. Como G é conexo e n > 2
entdo, d, > 1.

Suponhamos que, no maximo, G tinha um vértice de grau 1, entdo

n
Zdi >1+4+2(n—1).
i=1
Como G é uma arvore com n vértices, o nimero de arcos é
m=n-—1.
Aplicando o Teorema do aperto de maos, temos a contradicao,
2(n—1)>142(n—-1).

Logo, G tem pelo menos dois vértices de grau 1.
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3.3. Arvores

Teorema

Sejam di, ..., d,, com n > 2, inteiros tais que
d>...>d,>0.
Entdo, existe uma drvore cuja sequéncia de graus é

(di,..., dn)

se, e so se

znzd,' =2n—2.
i=1




3.3. Arvores

3.3.2. Arvores Maximais J

Em certas situacdes, o grafo conexo que temos ndo é uma arvore, mas
queremos obter, a partir do grafo inicial, um grafo parcial que seja uma
arvore.

Teorema
Um grafo € conexo se, e s se, admite uma drvore como grafo parcial. J

Dem: <— Se um grafo G admite uma drvore como grafo parcial entdo G
admite um grafo parcial conexo, logo é conexo.
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= Se G n3o tem ciclos, entdo G é uma arvore (grafo parcial de G).

Se G tem um ciclo, seja u; um arco de um dos ciclos de G. Entdo u; ndo
é ponte, pelo que G = G — u; é conexo e tem um nimero de ciclos
inferior ao nimero de ciclos de G. Se G — u; n3o tem ciclos entdo

G1 = G — 1y é arvore (grafo parcial de G). Caso contrario, seja up um
arco de um ciclo de G;. Entdo up n3o é ponte, pelo que Gy = G — up é
conexo e tem um numero de ciclos inferior ao nimero de ciclos de Gj.
Porque o nimero de ciclos de G é finito, procedendo deste modo, obtemos
um grafo G = Gi_1 — uk que é conexo, sem ciclos. Logo G é arvore
(grafo parcial de G).

Definicdo
Seja G um grafo (respectivamente, grafo conexo). Designa-se por floresta
(respectivamente, arvore) maximal de G qualquer grafo parcial de G, que

tenha o mesmo nimero de conexidade que G e que seja floresta
(respectivamente, arvore).




3.3. Arvores

Exemplo: Consideremos o seguinte grafo simples,

X1

X3 X2

X4 X5

X6



3.3. Arvores

X1 X1
Gy G

X3 X3

X4 X5 X4 ° X5

X6 X6

Gi1 e Gy s3o duas drvores maximais, ndo isomorfas de G




3.3. Arvores

Definicao
Chamamos grafo ponderado a um par (G, v) em que G = (X, U) é um
grafo e v € uma aplicacdo de U no conjunto dos nimeros reais.

Se u € U designa-se por valor/peso do arco u o nimero real v(u) e
designa-se por valor de G, e representa-se por v(G), o nimero real

v(G) = v(u).

ueld

Vejamos dois algoritmos para determinar arvores maximais com valor
minimo.



3.3. Arvores

Algoritmo de Kruskal

Seja (G, v) um grafo ponderado, sendo G = (X, U) um grafo conexo
com n vértices.

1°) Escolha-se um arco vy de G tal que

v(im) = [:nelbnl v(u).

2°) Se os arcos uy, ..

Ll,- = {Ul,..

., u; ja foram escolhidos, ent3o, sendo

., u;j}, escolha-se um arco uj+1 € U tal que
(1) w1 € U;

1
(2) G' = (X, U; U{ujt1}) ndo tem ciclos
(3)

ui+1 € de entre os arcos que verificam as condi¢cdes (1) e (2), um com
valor minimo.

3°) Se ja foram escolhidos n — 1 arcos, entdo o algoritmo termina. Caso
contrdrio, repita-se 2°).



3.3. Arvores

Exemplo: Consideremos o seguinte grafo ponderado

2

Calculemos, usando o Algoritmo de Kruskal, uma arvore maximal de valor
minimo.




3.3. Arvores

Algoritmo de Prim

Seja (G, v) um grafo ponderado, sendo G = (X, U) um grafo conexo
com n vértices.

19) Considere-se um vértice arbitrario de G, que designamos por xj.

2°) Escolha-se um arco u; de G, incidente em x3, que tenha valor minimo.

3°) Se os arcos uy, ..., u; ja foram escolhidos e sendo X; = {x1,...,xi+1} 0
conjunto de vértices formado pela suas extremidades, escolha-se um
arco ujy1 de valor minimo entre os arcos {x;, xj+2} de G tal que

xj € Xj e xj42 & X; (i.e. ujr1 é um arco de valor minimo entre os

arcos ainda ndo escolhidos com precisamente uma extremidade em
Xi).

4°) Se ja foram escolhidos n — 1 arcos, entdo o algoritmo termina. Caso
contrdrio, repita-se 3°).



3.3. Arvores

Exemplo: Com o grafo ponderado do exemplo anterior,

2

calculemos uma arvore maximal de valor minimo, mas utilizando o
Algoritmo de Prim e partindo do vértice x;.




3.3. Arvores

Observacoes:

e Se temos um grafo simples conexo e queremos uma sua arvore maximal,
podemos usar qualquer um dos algoritmos anteriores bastando para isso,
atribuir o mesmo valor a todos os arcos do grafo.

e Em geral, em termos de implementacao em computador, o Algoritmo de
Prim é mais rdpido do que o de Kruskal.



Algoritmo da Cadeia mais curta (Djikstra)

Seja (G, v) um grafo conexo ponderado em que v toma valores ndo
negativos e sejam x e y dois vértices distintos de G. Determinemos a
cadeia x — y de comprimento minimo.

Passo 1

© Atribua-se a x uma etiqueta definitiva igual a 0;

@ Atribua-se a cada vértice x' adjacente a x uma etiqueta temporaria
igual ao valor do arco {x,x'};

© Se e € o valor da menor das etiquetas tempordrias acabadas de
atribuir, atribua-se a cada vértice z com etiqueta tempordria € uma
etiqueta definitiva de valor .




Passo 2
Se y tem etiqueta atribuida uma etiqueta definitiva, o algoritmo termina.
Caso contrario segue-se para o Passo 3.

Passo 3

@ Para cada vértice z ao qual se acabou de atribuir uma etiqueta
defiitiva € e, para cada vértice Z' adjacente a z atribua-se a z’ uma
etiqueta temporaria de valor igual a

z+v({z,7'})

excepto se z' j4 tem uma etiqueta de valor inferior.

@ Sendo € 0 menor dos valores das etiquetas tempordrias ja atribuidas,
atribua-se a cada véertice z com etiqueta tempordria de valor € uma
etiqueta definitiva de valor .

© Ir para o Passo 2.




Exemplo

Consideremos o seguinte grafo ponderado:

a 1 b > c
2 3
3
d 3 1 Y
e
1 1 2
4 3
& h i

Apliquemos o algoritmo anterior tomando a como vértice inicial e i como
vértice final. Um ndmero junto a um vértice x rodeado por uma circunferéncia
verde corresponde a uma etiqueta tempordria do vértice x.

Um nimero junto a um vértice x rodeado por uma quadrado encarnado
corresponde a uma etiqueta definitiva do vértice x.




Dado um vértice x designemos por £ (x) uma etiqueta tempordria de x e
por ep(x) a etiqueta definitiva de x (se a possuir).

Atribuam-se as seguintes etiquetas
5D(a) = 0, ET(b) =1le ET(d) =2.

a 1 b 2 c
0] @
2 3
3
d @ 3 1 Ya
e
1 1 2
4 3
& h i




Atribuam-se as seguintes etiquetas
ED(b)Z]., ET(C)=1+2=3G€T(6)=1+3=4.

a 14 b 4 e
o O ®
2 3

3
A2 s o 4 |
e
1 1 2
4 3




Atribuam-se as seguintes etiquetas
ep(d)=2,e7(g) =2+ 1 =3 e mantenha-se e7(e) =4 <2+ 3.

a 1 b 2 c
[0] ®
2 3 3
2
d 3 @ 1 Y
e
1 1 2
@ 4 3
& /3 i




Atribuam-se as seguintes etiquetas
ep(c)=3.ep(g)=3,e7(f)=3+3=6ecr(h)=3+4=T7.

a 14 b 4, ¢
(o]
2 3

3
2
A2 0o 4 el
e
1 1 2
4@3
& h i




Atribuam-se as seguintes etiquetas
ep(e)=4,er(f)=4+1<ber(h)=4+1<T7.

a 1 b 2 c
o
2 3

3
2
d 3 E 1@ Y
e
1 1 2
1 OB 3
& )/} i




Atribuam-se as seguintes etiquetas
ep(f)=5,e7(i)=5+2=7 <543 e mantenha-se e (e) =4 < 2+ 3.

a 1 b 2 c
[
2 3

3
d 3 1 f
e
1 1 2
4 S 5@
& /3 i




Atribua-se
ep(i) =7 O ALGORITMO TERMINA!

a 1 b 2 c
[o]
2 3

3
s[4 1
d f
e
1 1 2
4 S 3
& )/} i

Partindo do vértice i perceber a partir de que vértice adjacente a j foi
atribuida a sua etiqueta definitiva, repetir este processo para este vértice e
para os seguintes até chegar ao vértice a. Obtem-se desta forma uma
sequéncia de vértices que d3o origem a uma cadeia a — i de valor minimo.



(o]
2 3
3
2
d 3 E 1 f
e
1 1 2
4 > s [
& h i

Uma cadeia minima a—/ é acadeiaa— b — e — i



