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Programa

@ Parte 1 - Conjuntos e Relagoes e Fungdes

@ Conjuntos, representacdes e operacdes bdsicas; conjunto das partes;
cardinalidade.

@ Relagdes bindrias: equivaléncias e ordens parciais.

@ Funcgdes: bijecgbes; inversao e composi¢do.

@ Parte 2 - Indugao
@ Definicdes indutivas
@ Indugdo nos naturais e estrutural
@ Primeiro e segundo principios de indu¢ao
@ Funcdes recursivas e provas por inducao

@ Parte 3 - Grafos e AplicacGes

@ Generalidades
@ Conexidade
(3] Arvores
@ Grafos Eulerianos
@ Matrizes e grafos
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3.4. Grafos Eulerianos

3.4.1. Grafos Eulerianos. Algoritmo de Fleury

Como ja o referimos, é neste capitulo que iremos tratar de resolver o
problema das pontes de Konigsberg.

Uma charada muito conhecida, deste tipo de problemas, é a seguinte:
A figura

pode ser desenhada através de tracos continuos sem nunca passar por
cima de um trago ja feito?
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Definicdo

Seja G = (X, U) um multigrafo. Chamamos cadeia euleriana a uma
cadeia simples contendo todos os arcos de G e ciclo euleriano a um ciclo
contendo todos os arcos de G.

Se G é um multigrafo orientado, substituindo na definicdo “cadeia” por
“caminho” obtém-se as correspondentes definicdes de caminho euleriano e
de circuito euleriano.

Definicdo
Um multigrafo diz-se euleriano se admite um ciclo euleriano e
semi-euleriano se admite uma cadeia euleriana aberta.
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Teorema
(i) Um multigrafo conexo G, com n > 2 vértices, tem um ciclo euleriano
se, e s se, todo o vértice de G tem grau par.
(ii) Um multigrafo conexo G, com n > 2 vértices, tem uma cadeia x — y
euleriana, com x # y se, e s6 se, x e y sdo os tnicos vértices de G
com grau impar.

Dem
Suponhamos que G = (X, U) é um multigrafo conexo, com n > 2 vértices, que
tem um ciclo euleriano. Seja

C: X1, UL, X2, U2,..., Xk, Um, X1

um ciclo euleriano de G, sendo m o niimero de elementos da familia &/. Como G
é conexo e C inclui todos os arcos de G, podemos afirmar que todo o vértice de
G estd em C. Seja x um vértice de G e seja r o nimero de vezes que x ocorre na
sequéncia xy, Uy, Xo, Us,..., Xk, Um.
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Como todos os arcos de C s3o distintos, podemos afirmar que
d(x) > 2r,

mas, C inclui todos os arcos de G, logo, d(x) = 2r. Concluimos entdo que todo o
vértice de G tem grau par.

Reciprocamente, suponhamos que G = (X, U) é um multigrafo conexo, com

n > 2 vértices, em que todo o vértice tem grau par e demonstremos por indugdo
sobre o nimero m de arcos, que G tem um ciclo euleriano.

Sem perda de generalidade, consideraremos que G n3o tem lagcos. Se todo o
vértice tem grau par, G é conexo e n > 2 entdo m > 2.

Se m = 2 ent3o G é isomorfo a
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Suponhamos que o resultado é verdadeiro para todo o multigrafo conexo, sem
lacos, com n > 2 vértices, com nidmero de arcos inferior a k, em que todo o
vértice tem grau par e demonstremos que é, ainda, verdadeiro para todo o
multigrafo conexo, sem lacos, com n > 2 vértices, com exactamente k arcos e
tendo todo o vértice grau par. Seja G = (X, U) um multigrafo verificando estas
condicdes.

Como G é conexo, com n > 2 vértices, G ndo tem vértices de grau zero. Se G
ndo tivesse um ciclo, G era uma arvore, o que implicava que existiriam dois
vértices de grau 1, contrariando a hipétese de todo o vértice ter grau par.
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Seja C um ciclo de G com comprimento maximo.

Suponhamos que C n3o inclui todos os arcos de G e seja G’ = (X, U') o grafo
parcial de G que se obtém eliminando em G os arcos de C. Em G’, temos,
dg/(x) é par, para todo o x € X porque se x é vértice de C, ent3o

dG/(X) = dg(X) — 2k, com k, € N

e se x ndo é vértice de C, entdo dg/(x) = dg(x).

Como todo o vértice de G tem grau par, concluimos que todo o vértice de G’ tem
grau par. Como G é conexo e G’ tem pelo menos um arco, existe um arco
u={x, y} de G’, com x vértice de C. Seja H a componente conexa de G’ de
que u faz parte. H é um multigrafo conexo, sem lagos, com nimero de vértices
superior ou igual a 2 em que todo o vértice tem grau par e com nimero de arcos
inferior a k.
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Atendendo a hipétese de indugdo, H tem um ciclo euleriano, que contem o vértice
X

/. / /
' X, Uy, Yi,---5 Yr—1, U, X,

emqueu el i=1,...,reyyeX, j=1,...,r—1L
Porque x é vértice de C,

C: X, Ui, Z1,..., Zh—1, Up, X
emquew; €U, i=1,...,hezze X,j=1,...,h—1. Entdo
/ ’
X, U1, Z21,..., Zh—1, Up, X, Uy, Y1y---y Yr—1, U, X

€ um ciclo em G mas com comprimento superior ao de C, que por hipdtese tem
comprimento maximo. Contradicdo. Logo, G tem um ciclo euleriano.
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Dem(ii)

Seja G = (X, U) um multigrafo conexo, com n > 2 vértices. Seja z & X.
Atenda-se a que G tem uma cadeia x — y euleriana, com x # y, se, e sO se, 0
grafo G = (XU{z}, UU{x, z}U{y, z}), com z & X tem um ciclo euleriano.
Por (i) tal sucede se, e s6 se, da(x;) é par, para todo o x; € X U {z}. Como

de(x) = dg(x) + 1,
de(y) = ds(y) +1,
da(xi) = de(xi),

para todo o x; € X \ {x, y}, concluimos que G tem uma cadeia x — y euleriana,
com x #£ y, se, e sO se, x e y sdo os Unicos vértices de G com grau impar.
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Observacao:

1. N3o existem multigrafos simultaneamente eulerianos e
semi-eulerianos.

2. Se um multigrafo ndo conexo admite uma cadeia euleriana aberta ou
um ciclo euleriano ent3o, no maximo, uma componente conexa do
multigrafo é um multigrafo n3o nulo e todas as outras componentes
conexas s3o grafos nulos.
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Regressando a pergunta que foi feita no inicio deste capitulo: Serd possivel
desenhar a seguinte figura sem passar mais do que uma vez por cima de
alguns segmentos?
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Construamos o seguinte grafo: os vértices correspondem ao ponto de
encontro de dois segmentos de recta da figura e dois vértices sdo
adjacentes, se os dois pontos a que correspondem estes dois vértices, na
figura, estdo unidos por um segmento de recta. Este grafo tem doze
vértices, sendo oito deles de grau impar. Colocando mais trés segmentos
de recta na figura inicial, obtemos uma figura que representa um grafo com
apenas dois vértices com grau impar. Logo tem uma cadeia semi-euleriana.
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Teorema

(i) Um multigrafo orientado conexo G = (X, U), com n > 2 vértices,
tem um circuito euleriano se, e sé se,

para todo o x € X.

(i1) Um multigrafo orientado conexo G = (X, U), com n > 2 vértices,
tem um caminho x — y euleriano, com x # y se, e s se,

dt(x) =d (x)+1,

—_~ o~

d'(y)=d (v) -1,
d* (xi) = d~(x),
para todo o x; € X \ {x, y}.




3.4. Grafos Eulerianos

O seguinte algoritmo permite encontrar um ciclo Euleriano num grafo
Euleriano.

Algoritmo de Fleury
Seja G = (X, U) um multigrafo euleriano.
1° Escolha um vértice x; de G, tal que d(x;) > 0.
29 Sendo L: X1, u1, X2,..., Up, Xk a cadeia simples, obtida pelo

processo, seja g1 = {Xk, xk+1} € U\ {v1, ..., ux} um arco
incidente em xx que ndo pertence a L e que, caso seja possivel, ndo

seja ponte de G' = (X, U\ {u1,..., uk}).
39 Se dg/(xk+1) = 1, o algoritmo termina, caso contrario repita-se 2°.
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Exemplo: Consideremos o grafo

X5
X3 @ ® Xp
Xa
X2 X7
X1 @ X3

que é euleriano pois é conexo e todos os seus vértices tém grau par.
Utilizemos o algoritmo de Fleury para determinar um ciclo euleriano.




