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Programa

@ Parte 1 - Conjuntos e Relagoes e Fungdes

@ Conjuntos, representacdes e operacdes bdsicas; conjunto das partes;
cardinalidade.

@ Relagdes bindrias: equivaléncias e ordens parciais.

@ Funcgdes: bijecgbes; inversao e composi¢do.

@ Parte 2 - Indugao
@ Definicdes indutivas
@ Indugdo nos naturais e estrutural
@ Primeiro e segundo principios de indu¢ao
@ Funcdes recursivas e provas por inducao

@ Parte 3 - Grafos e AplicacGes

@ Generalidades

@ Conexidade

(3] Arvores

@ Grafos Eulerianos
© Matrizes e grafos



3.6. Matrizes e Grafos

2.5.1. Matriz de adjacéncias J

Uma outra forma de representar um grafo é através de uma matriz
quadrada de ordem igual a ordem do grafo.



3.6. Matrizes e Grafos

2.5.1. Matriz de adjacéncias

Uma outra forma de representar um grafo é através de uma matriz
quadrada de ordem igual a ordem do grafo.

Definicao
Chamamos marcagdo dos vértices de um grafo G = (X, U), com |X| = n,
a uma aplicagdo bijectiva v de X em {1,..., n}.




3.6. Matrizes e Grafos

2.5.1. Matriz de adjacéncias

Uma outra forma de representar um grafo é através de uma matriz
quadrada de ordem igual a ordem do grafo.

Definicao
Chamamos marcagdo dos vértices de um grafo G = (X, U), com |X| = n,
a uma aplicagdo bijectiva v de X em {1,..., n}.

Um grafo marcado nos vértices é um par (G, ) em que G € um grafo e
1 é uma marcagdo dos vértices de G.




3.6. Matrizes e Grafos

Definicao
Seja G = (X, U) um digrafo marcado nos vértices, com (G, 1)) e
X ={x1,..., xn}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em relagcdo a

marcagdo 1, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

] _J 1 se(x, x) €U
Vv T 0 se (x, x) €U




3.6. Matrizes e Grafos

Definicao
Seja G = (X, U) um digrafo marcado nos vértices, com (G, 1)) e

X ={x1,..., xn}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em relagcdo a
marcagdo 1, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

] _J 1 se(x, x) €U
Vv T 0 se (x, x) €U

Seja (G, 1) um grafo marcado nos vértices, com G = (X, U) e
X ={x1,..., xn}. Referimo-nos a marca¢do (xj,..., X;,) para designar a
marcacao 1 tal que

W(x;) = J, j=1,..., n



3.6. Matrizes e Grafos

Exemplo: Consideremos o digrafo G

X1 X2

X3 X4




3.6. Matrizes e Grafos

Exemplo: Consideremos o digrafo G

X1 X2

X3 X4

A matriz de adjacéncias de G, em relagdo as marcagdes (x1, x2, X3, Xa) €
(x2, x3, x1, xa) é, respectivamente, a matriz

A(G) =

= O O O
O O O
O O O
O O O




3.6. Matrizes e Grafos

Exemplo: Consideremos o digrafo G

X1 X2

X3 X4

A matriz de adjacéncias de G, em relagdo as marcagdes (x1, x2, X3, Xa) €
(x2, x3, x1, xa) é, respectivamente, a matriz

011 1 0000
o000 . 0000
AG)=1g 000 cA@=]1101
1000 0010




3.6. Matrizes e Grafos

As matrizes de adjacéncias de um digrafo em relagdo a marcagdes
diferentes sdo, em geral, diferentes.



3.6. Matrizes e Grafos

As matrizes de adjacéncias de um digrafo em relagdo a marcagdes
diferentes sdao, em geral, diferentes.

Proposicao

Sejam A e A" matrizes de adjacéncias de um digrafo G = (X, U) em
relacdo a marcagées diferentes dos seus vértices. Ent3o, existe uma matriz
de permutacio P tal que

A = PAPT?

(uma matriz de permutacdo de ordem n é uma matriz que se obtém da
matriz identidade de ordem n efectuando uma troca nas suas linhas).




3.6. Matrizes e Grafos

Observacao:
1 Sendo G = (X, U) um digrafo com X = {x1,..., xp}, referimos
marcagdo usual dos vértices de G, a marcagdo (xi,..., Xp). A matriz

de adjacéncias de G, em relagdo a marcacdo usual, é a matriz
A = [a;] em que

- 1 se(x;, xj)elU
VL0 se(x, x)¢U



3.6. Matrizes e Grafos

2 Através da matriz de adjacéncias A = [a;j] de um digrafo G, em
relagdo a marcagdo (x1,..., Xp), podemos determinar o grau exterior
e o grau interior de cada vértice de G.

n
d*(6) =Y a,
j=1

isto é, € a soma dos elementos da linha i de A,
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2 Através da matriz de adjacéncias A = [a;j] de um digrafo G, em
relagdo a marcagdo (x1,..., Xp), podemos determinar o grau exterior
e o grau interior de cada vértice de G.

n
d*(6) =Y a,
j=1

isto é, é a soma dos elementos da linha i de A, ou equivalentemente,
o nimero de elementos da linha i que s3o iguaisa 1, e

n
d_(X,') = E aji,
Jj=1
isto é, € a soma dos elementos da coluna i/ de A.
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Exemplo: Considerando o grafo do exemplo anterior, cuja matriz de
adjacéncias em relagdo a marcagdo (x1, x2, X3, xa), dos seus vértices é

011 1
0000
AC)=14 0 0 0
1000
temos
Zalj =3= d+(X1)
j=1
e

Zan =1= d_(X3).
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Teorema

Seja G = (X, U) um digrafo marcado nos vértices e A = [a;j] a matriz de

adjacéncias de G, em relagdo a marcagdo usual (x1,..., xp). Entdo, na
matriz

AAT = [s5]

sjj representa o nimero de sucessores simultaneos de x; e x;, isto €,

si = [T 0a) N T ().




3.6. Matrizes e Grafos

Definicdo
Seja G = (X, U) um grafo simples marcado nos vértices, com (G, ) e
X ={x1,..., xn}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em relacdo a

marcagdo 1, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

. [0 sei=jou{x, xi}¢U
P T 1 se {xi, x;i} e




3.6. Matrizes e Grafos

Definicdo
Seja G = (X, U) um grafo simples marcado nos vértices, com (G, ) e
X ={x1,..., xn}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em relacdo a

marcagdo 1, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

. [0 sei=jou{x, xi}¢U
P T 1 se {xi, x;i} e

Observacao:
© A matriz de adjacéncias de um grafo simples tem todos os elementos
diagonais nulos.



3.6. Matrizes e Grafos

Definicdo
Seja G = (X, U) um grafo simples marcado nos vértices, com (G, ) e
X ={x1,..., xn}. Chamamos matriz de adjacéncias de G, em relacdo a

marcagdo 1, a matriz A(G) = [ajj], de ordem n, tal que

. [0 sei=jou{x, xi}¢U
P T 1 se {xi, x;i} e

Observacao:
© A matriz de adjacéncias de um grafo simples tem todos os elementos
diagonais nulos.
@ A matriz de adjacéncias de um grafo simples tem a propriedade de ser
simétrica, isto é, A= AT.
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Teorema

Seja G um grafo simples.

G € desconexo se, e s6 se, existe uma marcacdo dos vértices em relacdo a
qual a matriz de adjacéncias de G tem a forma

|:A1 0]
0 Ak

sendo A;, i€ {l,..., k}, uma matriz quadrada e k > 2.




3.6. Matrizes e Grafos

Teorema

Seja A = [ajj] a matriz de adjacéncias de um grafo simples G = (X, U),
em relagdo & marcaco usual (x1,..., x,). Entdo, na matriz

Ak — [al(jk)], com k € N,
Sk

i é igual ao niimero de cadeias x; — x; com comprimento k, existentes
em G.
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Teorema

Seja A = [ajj] a matriz de adjacéncias de um grafo simples G = (X, U),
em relagdo & marcaco usual (x1,..., x,). Entdo, na matriz

Ak — [al(jk)]7 com k € N,
(k)

aj; é igual ao niimero de cadeias x; — x; com comprimento k, existentes
em G.

Observacdo: Substituindo no Teorema anterior, “grafo simples” por
“digrafo” e “cadeia” por “caminho”, obtemos um resultado vélido.



3.6. Matrizes e Grafos

Exemplo: Com o exemplo anterior, determinemos o niimero de caminhos
X4 — x3 de comprimento 2, existentes em G. Ora,

A(G)? =

O O o
= O O O
= O O O
= O O O



3.6. Matrizes e Grafos

Exemplo: Com o exemplo anterior, determinemos o niimero de caminhos
X4 — x3 de comprimento 2, existentes em G. Ora,

= O O O
= O O O
= O O O

Como esta matriz, tem na posicdo (4, 3) um elemento ndo nulo, usando o

Teorema, existe um, e um sé, caminho de x; — x3, de comprimento 2, em
G.



3.6. Matrizes e Grafos

Definicdo

Seja G = (X, U) um grafo simples. Chama-se matriz de alcancabilidade
de G em relacdo a marcagdo usual (xi,...,xp) dos seus vértices, & matriz
R(G) = [rj] de ordem n = |X|, tal que r;; é

1 se existe em G uma cadeia x;j — X;
0 caso contrario




3.6. Matrizes e Grafos

Definicdo

Seja G = (X, U) um grafo simples. Chama-se matriz de alcancabilidade
de G em relacdo a marcagdo usual (xi,...,xp) dos seus vértices, & matriz
R(G) = [rj] de ordem n = |X|, tal que r;; é

1 se existe em G uma cadeia x;j — X;
0 caso contrario

Proposicao
Um grafo simples é conexo se, e sé se, a sua matriz de alcancabilidade tem
todos os elementos iguais a 1.

v




3.6. Matrizes e Grafos

Definicao
Chama-se matriz booleana associada a uma matriz M = [mjj] cujos
elementos sdo inteiros ndo negativos, 8 matriz Mg = [mfj] tal que mf.j é

1 se mj; >0
0 se mj; =0




3.6. Matrizes e Grafos

Definicao
Chama-se matriz booleana associada a uma matriz M = [mjj] cujos
elementos sdo inteiros ndo negativos, 8 matriz Mg = [mfj] tal que mf.j é

1 se mj; >0
0 se mj; =0

Teorema

Seja G = (X, U) um grafo simples com matriz de adjacéncias A, em
relacdo a marcagdo usual (xi,...,x,) dos seus vértices. Entdo a matriz de
alcancabilidade de G, em relacdo a mesma marcacdo é a matriz

R=(l,+A+A%+. . A" 1.
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Definicdo

Seja G = (X, U) um digrafo. Chama-se matriz de alcancabilidade de G
em relagdo & marcacdo usual (x1,...,x,) dos seus vértices, 3 matriz
R(G) = [rj] de ordem n = |X|, tal que r;; é

1 se existe em G um caminho x; — x;j
0 caso contrario




3.6. Matrizes e Grafos

Definicdo

Seja G = (X, U) um digrafo. Chama-se matriz de alcancabilidade de G
em relagdo & marcacdo usual (x1,...,x,) dos seus vértices, 3 matriz
R(G) = [rj] de ordem n = |X|, tal que r;; é

1 se existe em G um caminho x; — x;j
0 caso contrario

Proposicao
Um digrafo € conexo se, e s6 se, a matriz de alcangabilidade do seu grafo
subjacente tem todos os elementos iguais a 1.




3.6. Matrizes e Grafos

Proposicao
Um digrafo € fortemente conexo se, e s6 se, a sua matriz de
alcancabilidade tem todos os elementos iguais a 1.




3.6. Matrizes e Grafos

Proposicao
Um digrafo € fortemente conexo se, e s6 se, a sua matriz de
alcancabilidade tem todos os elementos iguais a 1.

Teorema
Seja G = (X, U) um digrafo com matriz de alcancabilidade R, em relacdo
a marcagdo usual (x1,...,xn) dos seus vértices. Ent3o os vértices da

componente fortemente conexa a que pertence o vértice x; sdo os vértices
xj correspondentes a rjj = rjj = 1.
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Definicdo

Chama-se marcacao dos arcos de um grafo G = (X, U), com |U| =m, a
uma aplicacdo bijectiva ¢ : U — {1,...,m}. Um grafo marcado nos
vértices e nos arcos é um terno (G, 1, p), onde G é um grafo, \ € uma
marcagao dos vértices de G e ¢ é uma marcagdo dos arcos de G.
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Definicdo

Chama-se marcacao dos arcos de um grafo G = (X, U), com |U| =m, a
uma aplicacdo bijectiva ¢ : U — {1,...,m}. Um grafo marcado nos
vértices e nos arcos é um terno (G, 1, p), onde G é um grafo, \ € uma
marcagao dos vértices de G e ¢ é uma marcagdo dos arcos de G.

Defini¢do

Seja G = (X, U) um digrafo marcado nos vértices e nos arcos, sendo
(x1,...,xn) € (u1,...,um), respectivamente, a marcagcdo dos vértices e a
marcagdo dos arcos de G. Chama-se matriz de incidéncias de G em
relacdo a tais marcacdes a matriz B(G) = [bjj], do tipo n x m, tal que

1 se x; € a extremidade inicial do arco u;
bjj = —1 se x; € a extremidade final do arco u;
0 se x; ndo é extremidade arco u;
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Definicdo

Seja G = (X, U) um grafo simples marcado nos vértices e nos arcos, sendo
(x1,...,xn) € (u1,...,um), respectivamente, a marcacdo dos vértices e a
marcagdo dos arcos de G. Chama-se matriz de incidéncias de G em
relacdo a tais marcacées a matriz B(G) = [bjj], do tipo n x m, tal que

0 se x; ndo é extremidade arco u;

b — { 1 se x; € extremidade do arco u;
=
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Definicdo

Seja G = (X, U) um grafo simples marcado nos vértices e nos arcos, sendo
(x1,...,xn) € (u1,...,um), respectivamente, a marcacdo dos vértices e a
marcagdo dos arcos de G. Chama-se matriz de incidéncias de G em
relacdo a tais marcacées a matriz B(G) = [bjj], do tipo n x m, tal que

b — 1 se x; € extremidade do arco u;
Y| 0 se x; ndo € extremidade arco u;

Observe-se:
@ a partir da matriz de incidéncias de um digrafo é possivel determinar
o grau exterior e interior de cada um dos vértices do grafo
@ a partir da matriz de incidéncias de um grafo simples é possivel
determinar o grau de cada um dos vértices do grafo.
( Como?)



