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Programa

@ Parte 1 - Conjuntos e Relagoes e Fungoes

@ Conjuntos, representacdes e operacdes basicas; conjunto das partes;
cardinalidade.
@ Relagdes binarias: equivaléncias e ordens parciais.
©® Fungdes: bijecgOes; inversao e composicao.
@ Parte 2 - Inducao

@ Definicles indutivas

® Inducdo nos naturais e estrutural

@ Primeiro e segundo principios de indugdo

@ Funcdes recursivas e provas por inducao
@ Parte 3 - Grafos e Aplicagdes

@ Generalidades

@ Conexidade

@ Arvores

@ Grafos Eulerianos
@ Matrizes e grafos



1.2 Relagdes Binarias

Definicdo
Seja X um conjunto. Chamamos relacdo bindria sobre X a todo o
subconjunto de X x X.

Mais geralmente, uma relagdo n-dria (n € N) sobre X é um subconjunto
de X".

Exemplos

Q Seja X ={1,2,3}. O conjunto R = {(1,1),(2,3),(3,2)} é uma relagdo
binaria sobre X.

@ Sejam X = {1,2,3,4}. O conjunto R = {(x,y) € X? | x +y <5} é uma
relacdo binaria sobre X.

Notacao
Sejam X um conjunto e R uma relagdo binaria sobre X. Dado um par
(x,y) € X x X, escrevemos também xRy para designar que (x,y) € R.
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Definicdo
Sejam X e Y dois conjuntos. Uma relacdo de X em Y é um subconjunto
de X x Y. (No caso particular em que X = Y temos uma rela¢do bindria
sobre X.)
Seja R uma relacdo de X em Y. Chamamos dominio de R ao conjunto

domR={xe X |(3y € Y) (x,y) € R},
e imagem de R ao conjunto
imR={y e Y|(3xeX)(x,y) € R}
A relacdo inversa de R é a relacio R~! de Y em X definida por
R7'={(r,x) | (x,y) € R}.

A relacdo composta da relagdo R de X em Y com a relagdo S de Y em
Z é arelacdo S o R de X em Z definida por

SoR={(x,y)|(3a€Y) (x,a) e Re(a,y) € S}.
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Exemplo

Sobre o conjunto X ={1,2,3,4,5,6}, considere as relacbes
S={(1,1),(1,2),(2,5),(1,6)}

e R={(1,1),(2,2),(2,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5)}.

O dominio de S € o conjunto {1,2}.

A imagem de R € o conjunto {1,2,3,4,5,6}.

A relacdo inversa de S, S™1, serd dada pela troca dos elementos nos pares
ordenados que definem S.

Assim temos S~ = {(1,1),(2,1),(5,2),(6,1)}.

A relacdo composta, R oS pode obter-se usando a seguinte tabela:

S (1) (1.2) (25) (1.6)
R @y | @223 | 646566 | 6465
RoS | ay | a3 | @4 @s) @6 | @4 ws)

Assim R o S = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,4), (2,5),(2,6), (1,4), (1,5)}.




Representacao de uma relacdo binaria
Seja R uma relagdo bindria sobre um conjunto finito X = {x1,...,xp}.

@ Através de uma matriz de adjacéncias:
a matriz de adjacéncias de R é a matriz A = [ajj]nxn € Mnxn({0,1})

definida por: 1 s (x,x)€R
. i X
{ 0 se (xix)¢R

@ Através de um diagrama:
os elementos de X sdo representados por pontos e dois pontos do
diagrama que representam x; e x; estdo unidos por uma seta, com
orientagdo de x; para x;, se (x;, x;) € R.




Exemplo
Sejam X ={1,2,3,4} e
R=1{(1,1),(1,4),(2,1),(2,2),(3,2),(4,1),(4,4)}. A matriz das
adjacéncias de R (considerando x; =i, i = 1,2,3,4) é a matriz

1 00

[ay

é um diagrama que representa R.

=N
O R
o O O

Se R é relagdo bindria em X = {1,2,3,4} dada pela matriz das
adjacéncias de R (considerando x; =i, i = 1,2,3,4)
1 000

O O =
O O

—
v O~ O

Entdo a relagdo R é {(1,1),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1)}.




Definicdo
Dizemos que uma relagdo binaria R sobre X é:

reflexiva se (Vx € X) xRx;

irreflexiva se (Vx € X) (x,x) ¢ R;

simétrica se (Vx,y € X) xRy = yRx;
anti-simétrica se (Vx,y € X) xRy A yRx = x = y;

°
°
°
e transitiva se (Vx, y,z € X) xRy A yRz = xRz.

Definicao
Uma relacdo bindria reflexiva, simétrica e transitiva diz-se uma relacdo de
equivaléncia.

Exemplos

@ Seja X ={1,2,3,4}. A relagdo
R={(1,1),(1,2),(4,1),(2,2),(3,3),(1,4),(2,1),(4,4)} ndo é uma relacdo
de equivaléncia.




A relacdo R definida em R por, para quaisquer x,y € R,

xRy & x? = y?,

é uma relagdo de equivaléncia.

@ Em Z a relagdo ~ definida por, para quaisquer m, n € Z,
m~n< |m|=|n|,

é uma relagdo de equivaléncia.

@ Sejam X um conjunto e A = {(x,x) | x € X}. Entdo A é uma relagdo de
equivaléncia sobre X (denominada relac3o identidade sobre X).

@ Sejam X um conjunto e Q = {(x,y) | x,y € X}. Entdo Q é uma relagdo de
equivaléncia sobre X (denominada relac3o universal sobre X).

@ Para cada x € R, denotemos por | x| o maior ndmero inteiro y tal que
y < x (parte inteira de x). A relagdo ~ definida em R por, para quaisquer
x,y €R,
x~y & [x] =yl

é uma relagdo de equivaléncia.




A proposicdo seguinte permite classificar as relagdes binarias, em
particular, permite verificar se uma dada relacdo bindria é ou n3o uma
relacdo de equivaléncia.

Proposicao
Sejam X um conjunto, R uma relacdo binaria sobre X e
A = {(x,x) : x € X}. Entdo:
@ R € reflexiva se, e s6 se, A C R.
@ R éirreflexiva se, e sé se, AN R = ().
© R é simétrica se, e s6 se, R = R™L.
Q R € anti-simétrica se, e s6 se, (RN R™1)\A = 0.
@ R é transitiva se, e s6 se, (R\A) o (R\A) C R.




~Pariel- Conjuntos relagdes fungbes  Classes de equivalénciar conjunto cociente
Defini¢do
Dados uma relagao de equivaléncia R num conjunto X e um elemento
a € X, chamamos classe de equivaléncia de a (médulo R), que
representamos usualmente por [a]g (ou, se ndo houver ambiguidade,
simplesmente por [a] ou, em certos casos, por a), ao conjunto dos
elementos x de X tais que (x,a) € R, isto é a

[alr = {x € X | xRa}.

Ao conjunto cujos elementos sdo as classes de equivaléncia [a]g, com
a € X, chamamos conjunto cociente de X por R e representamo-lo por
X/R.

Exemplo

Seja X ={1,2,3,4,5}. A relacdo
R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5).(1,2),(2,1),(1,5),(5,1),(2,5),(5,2)} é
uma equivaléncia sobre X e temos [1] = {1,2,5} = [2] = [5], [3] = {3}, [4] = {4},
donde X/R = {{1,2,5},{3},{4}}.

—




Exemplo

Fixado n € N, em Z definimos uma relacdo de equivaléncia =, da seguinte forma:
para quaisquer x,y € Z,

x=py & (FkeZ)x—y=kn
Designamos esta relagdo em Z por relagao de congruéncia médulo n.

Para indicar que x =, y, usualmente escrevemos x = y(mod n).

Sabemos também que:

0 = {..,-2n,—n,0,n,2n,...} = nZ,
1 = {...,1-2n1-n1,14+n1+2n,...} =1+ nZ,
= {...,k=2nk—nk k+nk+2n,..}=k+nZ,
n—-1 = {...,-n—=1,-1,n—-1,2n—-1,3n—-1,...} =(n—1)+ nZ,

donde Z, =Z/R ={0,1,...,n—1}.
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Proposicao
Sejam X um conjunto e R uma relacio de equivaléncia sobre X. Para
quaisquer a, b € X, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

Q@ bRa;

Q@ be [a]R,'
Q [b]r = [a]r.
Teorema

Sejam X um conjunto e R uma relagdo de equivaléncia sobre X. Temos:
@ Para qualquer x € X, [x]r # 0;
@ Para quaisquer x, y € X, [x]g = [y]r ou [x]r N [y]r = 0;
0 X =|JIxr/
xeX
@ A relagdo R fica determinada pelas suas classes de equivaléncia.




I e === = v e conyuncleocient= NN
Definicao
Seja X um conjunto. Dizemos que um conjunto ndo vazio {X; | i € I} de
subconjuntos n3o vazios de X é uma particdo de X se:
Q X= Uie/Xi
Q i #j = X;NX; =0, para quaisquer i, j € I.

Exemplos

@ Seja X um conjunto. Se A€ P(X) étal que ) C AC X, entdo {A, A} é
uma particdo de X.

@ Seja X ={1,2,3,4}. Entdo, por exemplo,
{1h 23 {3 {41), {{1,2},{3,4}},  {{L1,3}.{2},{4}} e {{1,2,3,4}}
sdo parti¢des de X.Pelo contrério, por exemplo,
{{1.2}, {3} e {{1,2},{1,3,4}}
ndo sdo particdes de X.




Teorema
@ Se R é uma relagdo de equivaléncia sobre X, entdo o conjunto
cociente X /R é uma particio de X.
@ SeP ={X;| i €l} é uma particio de X e R € a relacdo bindria
sobre X definida por

xRy <<= (Fiel)x,yeX,

para quaisquer x,y € X, ent3o:
o R € relacdo de equivaléncia sobre X,
o P=X/R.

Exemplo

Seja X ={1,2,3,4,5} e consideremos a particdo P = {{1,2},{3,5}, {4}} de X.
Entdo, P determina a seguinte relagcdo de equivaléncia sobre X:

R =1{(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,3),(5,5),(3,5),(5,3),(4,4)}. )




Definicdo
Uma relacdo bindria reflexiva, anti-simétrica e transitiva diz-se uma
relacdo de ordem parcial (abreviadamente: r.o.p.).

As r.o.p. s3o usualmente denotadas pelos simbolos por < ou por C.

Definicoes

Seja < uma relagdo de ordem parcial sobre um conjunto X. Dizemos que:
@ Os elementos x e y de X sdo comparaveis se x < y ou y < x;

@ < é uma relacdo de ordem total se quaisquer dois elementos de X s3o
comparaveis.

v

Sejam < uma r.0.p. sobre X e x,y € X. Escrevemos x < y para significar
que x<yex#y.

Definicdo

Sejam X um conjunto e < uma r.o.p. sobre X. Dizemos que o par (X, <)
é um conjunto parcialmente ordenado (abreviadamente: c.p.o.). Se < for
uma ordem total, dizemos que (X, <) é um conjunto totalmente ordenado
ou uma cadeia (abreviadamente: c.t.0.).




Exemplos

@ Seja < a relacdo de ordem usual em R. Ent3o (R, <) é uma cadeia.
Também (N, <), (Z, <) e (Q, <) sdo cadeias (para a ordem usual).

@ Seja X um conjunto. A relagdo de inclusdo C definida sobre P(X) é uma
relagdo de ordem parcial em P(X), pelo que (P(X),C) é um c.p.o..

@ Em N definimos a seguinte relagdo bindria (relagdo de divisibilidade) | :
alb (adivide b) <= (Jc € N) ac = b,

para quaisquer a, b € N. Ent3o, (N, |) é um c.p.o..

Definicdo

Seja (X, <) um c.p.o.. Dados x,y € X, dizemos que y cobre x
(relativamente a <) se x < y e ndo existe z € X tal que x < z < y, i.e,,
equivalentemente, se x < y e, para qualquer z € X,

x<z<y = z=xVz=y.

Escrevemos x << y para denotar que y cobre x.



Proposicao
Seja (X,<) um c.p.o. e A ={(x,x): x € X}. Sejam x,y € X tais que
x < y. Entdo, y cobre x se, e s6 se, (x,y) ¢ (< \A)o (< \A).

Exemplo

O c.p.o. ({1,2,3,4},]), em que | é a relagdo de divisibilidade (x|y se, e s se, x
divide y), é o conjunto seguinte:

I =1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)(2,2),(2,4),(3,3), (4, 4)}.
Temos

|\A = {(17 2)7 (17 3)’ (17 4)v (2’ 4)}

(I\NA)e (1N A) ={(1,4)}.

Logo, pela proposicao, 4 ndo cobre 1 mas 2 cobre 1, 3 cobre 1 e 4 cobre 2.




Diagrama de Hasse

Sejam X = {x1,x2,...,Xp} € < uma r.o.p. em X. A relagdo < pode ser
representada através de um diagrama (denominado diagrama de Hasse)
construido do seguinte modo: os elementos de X s3o os pontos do
diagrama e, para quaisquer x,y € X, x # y, se y cobre x, colocamos o
ponto que representa y “acima” do ponto que representa x e unimo-los

com um segmento de recta: y
X
Exemplos B
@ Consideremos o c.p.o. ({1,2,3,4}, <), ,

em que < é a ordem usual.
Esta cadeia tem o seguinte diagrama de Hasse:




@ Oc.p.o. ({1,2,...,10}, |), em que | é relagdo de divisibilidade, tem o
seguinte diagrama de Hasse:




@ O c.p.o. (P({1,2,3}),C) possui o seguinte diagrama de Hasse:
{1,2,3}

{2,3} } ‘ {1,2}

{3} {1}




. Partel-Conuntos rebgescfungbes  Elementosnotdveisdeumepo
Definicdo
Sejam (X, <) um c.p.o. e Y C X.
e Dizemos que a € X é um minorante [resp. majorante] de Y se

a <y [resp.y < a], para qualquer y € Y.

@ Chamamos primeiro elemento de Y (ou minimo de Y) a um elemento
ae Y tal que
a <y, para qualquer y € Y.
e Chamamos dltimo elemento de Y (ou méximo de Y) a um elemento
b e Y tal que
a y < b, para qualquer y € Y.
@ Dizemos que a € Y é um elemento minimal [resp. maximal] de Y se
ndo existe b € Y tal que b < a (resp. a < b).

e Dizemos que a € X é o infimo [resp. supremo] de Y se a é o maior

(i.e. o maximo) dos minorantes [resp. o menor (i.e. 0 minimo) dos
majorantes].

v




Exemplo
Considere o conjunto X = {a, b,...,0,p} e a relagdo de ordem parcial <
sobre X definida pelo seguinte diagrama de Hasse:

/1\

. e Z ,h ;. . . . .
Indique, se existirem, os elementos minimo, maximo, minimais, maximais,
minorantes, majorantes, infimo e supremo do subconjunto
A={a,b,c,d, e, f, g, h} (pontos azuis) do conjunto parcialmente
ordenado (X, <).

(Exemplos no quadro) J
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