T
IS

ct Eféﬁjcﬁg%%%gnmosm Matenstica Discreta
UNIVERSIDADE NOVA DE LISB0A Terceiro Teste — 5 de Junho de 2015
[Cotagdo] S0 serao consideradas as respostas devidamente justificadas.

1. Counsidere a sequéncia (5,5,4,3,2,2,1).

[1,5] (a) Mostre, usando o Algoritmo das Sequéncias Graficas que existe um grafo simples, G, que admite a

sequéncia dada como sequéncia de graus.

[1,0] (b) Determine a ordem e o tamanho de G.
[1,0] (c) Apresente, justificando, a sequéncia de graus de G (o grafo complementar de G).
[1,5] (d) Justifique que G' e G nao sdo arvores.

2. Considere o seguinte grafo G:

X; X;
X2
x4 X5
[1,0] (a) Determine a sequéncia de graus exteriores, a sequéncia de graus interiores e a sequéncia de graus de
G.
[1,0] (b) Apresente as componentes conexas e as componentes fortemente conexas de G e conclua, justificando,

se (G é conexo ou se é fortemente conexo.
[1,0] (c¢) Indique, justificando, se G é euleriano ou semi-euleriano.

[2,0] (d) Construa a matriz de adjacéncias de G e utilize essa matriz para justificar que, em G, existe apenas

um caminho x5 — ;1 de comprimento 2.
3. Sejam Gy = (X;1,U;) e Go = (X2,Us) grafos simples com X3 N Xy = 0.
Seja G1 + G2 = (X1 U Xo, Uy Ul U X7 @ Xo) um grafo em que X1 ® Xo = {{z,y} :z € X; ey € Xo}.
Considere que G; é regular de grau r e Go é regular de grau s.
[1,5] (a) Determine o grau dos vértices de G + Gba.
[1,0] (b) Indique uma condigdo para que Gy + G seja regular.

[1,5] (c) Justifique que Gy + G2 é um grafo conexo.
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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:

Nimero de aluno: | | | | | | | Nimerodecaderno:[ | | [ [ | |

[3.00 4. Usando o algoritmo de Kruskal, determine uma &rvore maximal de valor minimo para o seguinte grafo

ponderado. Indique o valor da arvore obtida.

[Identifique os arcos, numerando-os pela ordem que os for escolhendo.]

[3.0] 5. Considere o seguinte grafo ponderado:

1 1
5 1 *
2 8 4 1 5
s 1 8 5 2
9 8 1 9 1
9 7 t

Utilize o algoritmo da Cadeia mais Curta para determinar uma cadeia s — ¢t minima L. Indique L e o seu

valor. [Deve indicar explicitamente todas as atribuicées efectuadas].
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. (a) Apliquemos o teorema das Sequéncias graficas & sequéncia (5, 5,4, 3,2,2,1). Temos:

5 5,4, 3 2, 2,1
4,3,2,1, 1, 1
2,1,0,0, 1
2,1, 1,00
0,0,0,0

A sequéncia (0,0,0,0) corresponde & sequéncia de graus do grafo simples

e, portanto é uma sequéncia grafica. Aplicando sucessivamente o Teorema das Sequéncias Gréficas
podemos concluir que a sequéncia (5,5,4,3,2,2,1) também é gréfica.

A ordem de um grafo é o nimero dos seus vértices, n, que corresponde ao comprimento da sequéncia,
ou seja, n =T.

O tamanho, m, de um grafo G = (X, U) é o seu ntimero de arcos. Uma vez que a sequéncia é grifica

é a sequéncia de graus de G, pelo Teorema do Aperto de Maos temos que

2m =Y da(x) =5+5+4+3+2+2+1=2262m=22cm=1L
zeX

Como para qualquer grafo simples se tem dg(x) 4+ dg(x) = n — 1 podemos afirmar que
dg(xz) =n—1—dg(x).

Assim, em G teremos 1 vértice de grau 5, 2 vértices de grau 4, 1 vértice de grau 3, 1 vértice de grau

2 e 2 vértices de grau 1. Concluimos entdo que a sequéncia de graus de G é
(5,4,4,3,2,1,1).

Numa arvore o nimero de vértices de grau 1 é sempre maior ou igual a dois. Em G hé apenas um
vértice de grau 1, logo G ndo é arvore. Por outro lado, numa drvore o niimero de arcos é sempre
igual ao nimero de vértices menos um, m = n — 1. Em G temos 7 vértices (0 mesmo niimero que

em G) e, usando o Teorema do Aperto de Maos, temos
M= dg(x)=5+4+4+3+2+1+1=202m=20m=10%#n—1=6.
zeX

Logo G também néao é arvore.

Para o Grafo dado temos:

di(x1) =1 dg(z)=2 e  da(z)=d}

di(z2) =4 dg(z2) =0 e  da(xzo) =df
%

dg(l‘g) =1 dé(l‘:g) =2 e dg(l‘g) =d
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(d)

db(zs) =1 de(xg) =2 e da(z4) = df(v4) + dg(z4) =1+ 2 = 3;
db(zs) =1 de(ws) =2 e da(x5) = df(v5) + dg(z5) =1+2 = 3.
Assim a sequéncia de graus exteriores de G é (4,1,1,1, 1), a sequéncia de graus interiores é (2, 2,2,2,0)

e a sequéncia de graus é (4,3,3,3,3).

As componentes conexas de um digrafo G = (X, U) sdo os subgrafos gerados pelas classes de equi-

valéncia da relagao R sobre X tal que:
rRy & existe, em G, a cadeia x — y.

Para esta relagdo de equivalécia temos uma tnica classe de equivaléncia {x1,z2, 23, x4, 25}. Deste

modo podemos concluir que G tem uma tnica componente conexa Ry que é:

Xy X3

Xy

Xy
As componentes fortemente conexas de um digrafo G = (X, U) sdo os subgrafos gerados pelas classes
de equivaléncia da relacao S sobre X tal que:
xSy < existe, em G, o caminho x — y e o caminho y — x.

Para esta relacdo de equivalécia temos trés classes de equivaléncia: {1, x4}, {z2} e {x3,25}. Deste

modo podemos concluir que as componentes fortemente conexas de G sao:

X; x;

.15

Xy X5

Dado que o grafo G tem uma tnica componente conexa podemos afirmar que G é um grafo conexo.

Como G tem mais do que uma componente fortemente conexa, podemos concluir que G nao é

fortemente conexo.

Um grafo conexo G é euleriano se todos os seus vértices tiverem grau par e é semi euleriano se apenas
tiver dois vértices de grau impar. Uma vez que G é um grafo conexo, para podermos concluir se é ou
nao euleriano teremos de considerar os graus dos seus vértices. Como sabemos pela alinea (a) que
G tem 4 vértices de grau impar entdo G nao é euleriano. Como G tem mais do que dois vértices de
grau impar entao G nao é semi euleriano.

A matriz de adjacéncias de um digrafo G = (X,U) é uma matriz A = [a;;] em que a;; = 1 se

(x;,x;) € U e a;; = 0 caso contrario. Deste modo temos
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Sabemos que o ntimero de caminhos x5 — 1 de comprimento 2 é dado por (A?)y;. Este elemento

obtém-se "multiplicando”a linha 2 de A pela coluna 1 de A:
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Il
[a—

Logo o numero de caminhos o — x7 em G é 1 e por isso existe um Unico caminho zo — x; de

comprimento 2 em G.

3. Consideremos que n; = |X1| e que n2 = | Xa|.

(a)

Atendendo a que cada vértice x de X7 (respectivamente, de X3) é adjacente em Gy + G5 aos vértices
a que ja era adjacente em G; (respectivamente, em Gsq) e a todos os vértices de Gy (respectivamente
de G1), temos que cada vértice z de X; vai ser adjacente a dg, (z) + ng vértices (respectivamente,

dg, (x) + ny vértices ). Assim,

de,(x) +ny sex e Xy
de,() +n1 sex € X

dG1+G2 (Z‘) = {

Dado que G e G4 sao regulares de graus r e s respectivamente, temos ainda

r+ny sex € Xy

dGl+G2 (Z‘) = {

s+ny sexée Xy

Para que G + G> seja regular todos os seus vértices terdo de ter o mesmo grau. Uma vez que s6

temos dois graus possiveis em G + G2, a condicao a verificar para que G1 + G2 seja regular é que
r—+ne =58+ ny.

G1 + G5 é um grafo conexo se Vz,y € X;UX, existe, em G; + Ga, a cadeia x — v.

Sejam x e y vértices arbitrarios de X;UX5.

CASOQO 1 - x e y pertencem a mesma classe de vértices.

Se z,y € X; (respectivamente, se z,y € Xo) consideremos z € X, (respectivamente, se z € Xj).
Pela definigdo de G + G existem, em G + G, os arcos {z,z2} e {z,y} logo z,{x, z},2,{z,y},y é

uma cadeia r — y em G1 + Gs.

CASQO 2 - x e y pertencem a classes distintas de vértices.

Se z € X; e y € X5 (respectivamente, se € X e y € X1) entdo pela definigdo de G; + G existe,

em G + Ga, o arco {z,y} e, portanto existe a cadeia z, {z,y},y que é uma cadeia x —y em G1 + Gs.

Logo, Vz,y € X1UX5 existe, em G1 + Ga, a cadeia z —y. Concluimos entdao que G + G2 é um grafo

conexo.
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4. Por aplicagao do algoritmo de Kruskal obtemos a seguinte arvore maximal de valor minimo:

O valor desta arvore é dado pela soma dos valores nos arcos da arvore maximal obtida. Assim temos que
o valor da &arvore é
1+14+1+14+14+14+14+2424+54+7=23.

5. Ao aplicarmos o Algoritmo da Cadeia mais Curta obtemos:

Dado que a etiqueta definitiva de t é 11 podemos afirmar que a cadeia mais curta s —t tem comprimento

11. Os arcos da cadeia L encontram-se assinalados a encarnado.



