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[Cotagdo] S0 serao consideradas as respostas devidamente justificadas.

[20] 1. Considere os conjuntos X = {0, {a},{b}} e Y = {{c}}. Determine o conjunto P(JX x (Y).

2. Sobre o conjunto X ={1,2,3,4,5,6,7,8} considere a relagao bindria S = {(1, 3), (2,7),(6,6)} e a relacdo
de equivaléncia R tal que X/R = {{1,2,3},{4,5},{6},{7,8}}.

[1,0] (a) Represente a relagdo bindria R por meio de um diagrama.
[1,0] (b) Determine S~!, Dom S e Im S.
[0,5] (¢) Indique os elementos de Ro S.

3. Considere o conjunto X = {a,b,c,d,e, f} e o seu subconjunto Y = {b,¢,d,e}. Considere a relagdo de
ordem parcial sobre X definida por S = {(z,z) : x € X} U{(a,b), (a,¢), (a,d), (a,e), (a, f), (c,e), (¢, f)}.

[1,0] (a) Construa o diagrama de Hasse de S.

[1,5] (b) Indique, caso existam, os elementos majorantes, minorantes, supremo, infimo, maximo, minimo,

maximais e minimais do subconjunto Y do c.p.o. (X, S5).

4. Considere a aplicacao g : [0,7] — [—m, 7] tal que

-z, sex€[0,7]\Z

g(x) =
z, sex€l[0,m]NZ.
[1,0] (a) Diga, justificando, se g é injectiva ou se é sobrejectiva.
[0,5] (b) Indique um conjunto X tal que X C [0,7] e um conjunto Y tal que Y C [—=, 7] de forma a que

h: X — Y definida por h(z) = g(x), para todo = € X é aplicagao bijectiva.
[1,0] (c¢) Determine g([n,n+ 1]), paran € Nge 0 <n < 2.
[0,5] (d) Determine um conjunto X tal que X C [0,7] e g~1(X) = 0.
5. Considere o conjunto @) das palavras sobre o alfabeto ¥ = {x,y, z} cujo comprimento é impar.

[2,0] (a) Defina indutivamente o conjunto Q.

[1,0] (b) Usando as regras de inferéncia do conjunto @, prove que xzx € Q.

6. Considere a sequéncia de inteiros (5,4, 3,k,2,1,1,1).

[0,5] (a) Indique, justificando, para que valores de k esta sequéncia poderd ser a sequéncia de graus de um
grafo.
[1,5] (b) Para k = 3, usando o Algoritmo das Sequéncias Graficas, prove que a sequéncia é gréfica e represente

geometricamente um grafo simples que possua a sequéncia de graus indicada.

[20] 7. Sejam G = (X,U) um grafo simples de ordem n com pelo menos dois vértices e z,y € X. Prove que existe
uma cadeia x — y se, e s6 se, existe uma cadeia x — y de comprimento n ou existe uma cadeia x — y de

comprimento n + 1.
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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:

Ntmero de aluno: [ | | | | | |

[1,5] 8. Usando o algoritmo de Kruskal, determine uma arvore maximal de valor minimo para o grafo ponderado

@, identificando os arcos e numerando-os pela ordem em que os for escolhendo.
Preencha os espacos seguintes:

O grafo G é conexo pelo que é aplicavel o algoritmo de Kruskal.

O grafo tem 11 vértices pelo que a arvore selecionada tera 10 arcos.

O valor da érvore obtida é (1+14+14+1)+2+(3+3)+(4+4)+6=26.
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[1.5] 9. Considere o seguinte grafo ponderado:

Utilize o algoritmo da Cadeia mais Curta para construir uma cadeia B — A minima L, indicando

explicitamente todas as etiquetas atribuidas.
Preencha os espacos seguintes:
O grafo G é conexo pelo que é aplicavel o algoritmo da Cadeia mais Curta.

Ovalorde Lé1+6+1+3=11.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. Sendo X = {0, {a},{b}} e Y = {{c}} entdo

UX:{:E|HAeX:xeA}Z(ﬁU{a}U{b}z{a,b}

(Y ={y | Vacy,y € A} = {c}.
Assim,
(UX) x (ﬂy) - {(x,y) = {{z}, {z,y}} gP((UX) U (ﬂy)) crelJX A yeﬂy}
= {(z,y) = {{z}. {z,y}} CP{a,b} U{c}) : z€{a,b} N y€{c}}
= {(a,0),(b,0)}.
Logo

{aracUx)«(Nv)}
{A]AC{(a,0),(b,0)}}
= {Q)a {(a,c)}, {(b7 C)}’ {(a,c), (b, C)}}

P((Ux) < ()

2. (a) Como R é uma relagdo de equivaléncia sobre X, logo reflexiva (para qualquer z € X, (z,z) € R),
simétrica (para quaisquer z,y € X, se (z,y) € R entdo (y,x) € R) e transitiva (para quaisquer
x,y,z € X, se (z,y) € Re (y,2) € R entao (x,z) € R) e, 0 seu conjunto quociente (conjunto das
classes de equivaléncia) é X/R = {{1,2,3},{4,5},{6},{7,8}}, temos

R=Ax= {(ajax)‘x € R} U {(1’ 2)7 (23 1)7 (17 3)a (37 1)7 (23 3)7 (37 2)a (47 5)7 (5a 4)7 (7a 8)7 (87 7)}

e, portanto, o diagrama correspondente serd

e

(b) S—= {(zay) €EX xX | (yax) € S} - {(371)7(732)7(676)}
Dom S ={z € X | Jyex : (z,y) € S} ={1,2,6}.
ImS={yeX|Jex:(z,y) €S} ={3,6,7}.

(¢c) RoS={(z,2) e X x X | Jyex : (z,y) €S A (y,2) € R}

S (1,3) (2,7) | (6,6)
R (33)31)32) | (7.7)(7,8) | (6,6)
RoS | (1,3)(1,1)(1,2) | (2,7)(2,8) | (6,6)

Logo Ro S ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,7),(2,8),(6,6)}.
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3.

(a)

Na relagao S retiramos os pares ordenados do tipo (z,x) e do tipo (y, z), com y # z, e para os quais
existe w € X tal que y # w, z # w e (y,w), (w, z) sdo pares de S.

Assim sendo, ficamos com os pares ordenados

(a7 b)7 (a’ C), (a7 d)7 (C7 6)7 (c7 f)

pelo que o diagrama de Hasse é

o
Q.

Chamamos majorante (minorante) de Y a um elemento x € X tal que (y,z) € S ((z,y) € S)

para qualquer y € Y.

Conjunto dos majorantes de Y = ). (Conjunto dos minorantes de Y = {a}.)

Chamamos supremo (infimo) de Y a um majorante s € X (a um minorante ¢ € X) tal que

(s,z) € S, para qualquer majorante z de Y. ((x,i) € S, para qualquer minorante z de Y.)

Supremo de Y nio existe.(Infimo de Y = a.)

Chamamos méximo (minimo) de ¥ a um elemento z € Y tal que (y,z) € S ((z,y) € S), para

qualquer y € Y.
Maiéximo de Y - nao existe.(Minimo de Y - nao existe.)

Chamamos elemento minimal (elemento maximal) de Y a um elemento z € Y tal que néo existe
yeY\{z} com (y,2) € S. ((z,y) € S.)

Conjunto dos elementos minimais de Y = {b, ¢,d}. (Conjunto dos elementos maximais de
Y = {b,e,d}.)

Para g ser injectiva temos de ter

r#y = g(z)#g(y), para quaisquer z,y € [0,7].

eSex,yec[0,7]\Z=][0,7]\{0,1,2,3} s@o tais que = # y entdo g(x) = —x % —y = g(y).
e Sex,ye[0,m]NZ=1{0,1,2,3} sdo tais que x # y entdo g(z) = = # y = g(y).
eSexe0,m]\Zeye[0,7]NZ entdao x # y pois ([0,7] \ Z) N ([0,7] N Z) = () donde

g(z) = -z #y=g(y) pois —x<0 e y>0.

Logo g é injectiva.

Para g ser sobrejectiva temos de ter g([0,7]) = [—m, 7]. Ora

g([o,ﬂ'] \Z) = [_ﬂ->0] \Z = [—7‘(,0] \ {_37 -2, _170}

g([0,7]NZ) =g¢({0,1,2,3}) = {0,1,2,3}
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donde
g([ovﬂ]) = ([—7‘(,0] \ {_3a _27 _1a O}) U {07 ]-a 2; 3} 7é [_W’W]'

Assim verificamos que g nao é sobrejectiva.

Se considerarmos X = [0,7] e Y = ([—m, 0]\ {—3,—-2,—1,0}) U {0, 1,2, 3} temos que h ¢ injectiva e

sobrejectiva de acordo com alinea (a) pois

z#y = h(z) =g(z) #g(y) = h(y), para quaisquer z,y € X

h([0, 7]) = g([0,]) =Y.
Temos que [n,n + 1] \ Z =|n,n + 1[ pois os Unicos inteiros no intervalo de ntmeros reais [n,n + 1]

sdo n e n+ 1. De acordo com a defini¢do de g temos

9([n,n +1J\Z) = g(Jn,n+1]) =] = (n+ 1), —n|

g(n,n+11NZ) = g({n,n +1}) = {n,n + 1}

donde
g([n,n+1]) =] — (n+ 1), —n[U{n,n + 1}, para qualquer n €Ny ¢ 0<n <2.

Por defini¢do, ¢g71(X) = {z € [0,7] : g(x) € X}. Se tomarmos X = [0,n] \ {0,1,2,3} entdo
g 1(X) = 0 pois

X Nng([0,7]) = ([0,7]\ {0,1,2,3}) N [([-m, 0]\ {—3,—2,—1,0}) U {0,1,2,3}] = 0.

Para definir indutivamente um conjunto necessitamos de axiomas e regras. Neste caso, bastar-nos-4
trés axiomas e uma regra que sao:
Axioma 1: z € Q;
Axioma 2: y € Q;
Axioma 3: z € Q;
Regra: (we€ @ A (a,be X)) = concy(conc,(w)) € Q.
As regras de inferéncia deste conjunto podem ser representadas do seguinte modo:

weQR Aa,bex)
r€Q yeQ z€Q ¢ concy(conc, (w)) € Q

Usando uma piramide de regras de inferéncia vejamos que a nossa proposicao, xxzr € @, estd na
base da piramide e, no topo, temos um axioma da definicao indutiva de ). Denotemos zxzx por

conc, (concg (x)).

r€EQ AzxeX

concg (conc, (z))

e, portanto, a nossa proposicao é verdadeira, isto é, xxx € Q.
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6. Considere a sequéncia de inteiros (5,4, 3,k,2,1,1,1).

(a) Para ser sequéncia de graus de um grafo simples a sequéncia tem de estar por ordem nao crescente,
logo k € {2,3}. Como temos apenas 5 {mpares na sequéncia e, pelo Teorema do Aperto de Maos, o
nimero de vértices de grau impar é par entao k tem de tomar o valor 3.

(b) Determinemos se a sequéncia (5,4,3,3,2,1,1,1) é uma sequéncia grifica.

Tem-se:

Sy 5,4,3,3,2,1,1,1
Sy 3,2,2,1,0,1,1
Sy 3,2,2,1,1,1,0
Sho 1,1,0,1,1,0
S3 1,1,1,1,0,0

em que de S; para S}, i € {1,2}, se aplicou o Algoritmo das Sequéncias Graficas e de S} para Sit1,

i € {1,2}, se ordenou a sequéncia por ordem néo crescente.

Embora possamos continuar a aplicar o Algoritmo, concluimos facilmente que S3 é uma sequéncia

grafica, pois o grafo simples Gz tem S3 como sequéncia de graus.

G,

Atendendo & primeira parte da demonstracdo do Algoritmo, podemos construir um grafo simples
Go cuja sequéncia de graus é Ss. Teremos de acrescentar um novo vértice e torné-lo adjacente a 2

vértices de grau 1 e a outro vértice de grau 0.

G,

Acrescentando um novo vértice a Go e tornando tal vértice adjacente a 5 vértices, nomeadamente
ao vértice com grau 3, aos dois vértices com grau 2, a um dos vértices de grau 1 e ao vértice de grau

0, obtemos um grafo G; cuja sequéncia de graus é S;.
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G,

7. Sejam G = (X,U) um grafo simples com pelo menos dois vértices e z,y € X.

E imediato que se existe uma cadeia x — y de comprimento n ou existe uma cadeia x — y de comprimento

n + 1 entao existe uma cadeia x — y.

Suponhamos agora que existe uma cadeia z — y. Entao, por um teorema, existe uma cadeia elementar

(com todos os vértices distintos, & excepgao de = e y que podem coincidir se a cadeia for fechada) = — y.

Observemos que se G tem ordem n entdo uma cadeia elementar tem, no maximo, comprimento n — 1, se

for aberta, ou comprimento n, se for fechada.

Assim, consideremos x — y a cadeia elementar, digamos
TyUly ey 2y Uk, Y
de comprimento ¢, com ¢t < n. Entao
Ty ULy e e ey 2y Uhey Yy Uy 25 Uky Y
é uma cadeia x — y de comprimento t + 2 e, analogamente,
LyULy ey 2y Uky Yy Uy 2y Uk Yy Uk 25 Uk Yy - - -5 Uy 2, UL, Y

é uma cadeia x — y de comprimento t + 2p, onde 2p é o numero de repeticoes do arco uy.

Assim, se t e n tiverem a mesma paridade podemos construir uma cadeia x —y de comprimento n ou uma

cadeia x — y de comprimento n + 1 caso ¢t e n tenham paridades distintas.



