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[Cotagio] SO serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

1. Considere a aplicagao f : [0,10] — [0, 10] tal que

)z, sex 0,10\ No
fle) = {0, se z € [0,10] N No.

[2,0] (a) Diga, justificando, se f ¢é injectiva ou se é sobrejectiva.

[2,0] (b) Indique um conjunto X tal que X C [0,10] e g : X — [0, 10] definida por g(x) = f(z), para todo
x € X é aplicacao injectiva.

[2,0] (c¢) Determine f([n,n+1]), paran € Nge 1l <n <9.

[1,0] (d) Determine um conjunto X tal que X C [0,10] e f~3(X) =0

2. Sejam X e Y conjuntos e f: X — Y uma aplicacao arbitraria. Indique, justificando, o valor légico das
afirmacoes seguintes:

[1,0] (a) f~Y(Y\ B) =X\ f~Y(B), para todo o subconjunto B de Y.
[1,0] (b) f71(f(A)) = A, para todo o subconjunto A de X.

[2,0] 3. Considere a sucessao (u,)nen definida por u; = 6, ug = 27 e uy, = 6up_1 — Yuy,—o, para n > 3.

Mostre, utilizando o 2° Principio de Indugéo, que u,, = (n + 1)3", para qualquer n € N.

4. Considere o conjunto A = {(2n+1,3) : n € Ny}.

[2,0] (a) Defina indutivamente o conjunto A.

[1,5] (b) Usando as regras de inferéncia do conjunto A, prove que (5,3) € A.

5. Seja S o conjunto das palavras sobre o alfabeto ¥ = {a}.

[2,0] (a) Defina indutivamente o conjunto S.
[2,0] (b) Indique equagoes que definam recursivamente a funcdo f: S — {0, 7} tal que
Fw) 0, se o comprimento da palavra w é par
w) =
m, se o comprimento da palavra w é impar.
[1,5] (¢) Prove que as equagoes obtidas na alinea anterior definem uma funcéao.

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. Seja f :[0,10] — [0, 10] tal que

z, sex € [0,10] \ Ny
fz) =
0, sez € [0,10] N No.

(a) Ora [0,10] NNy = {0,1,2,...,10} e como, por defini¢do de f, f(0) = f(1) =--- = f(10) = 0 entdo
f nao é injectiva.
Por defini¢ao de f, f([0,10]) = [0,10] \ {1,...,10} & [0, 10], logo f também nao é sobrejectiva.

(b) Se considerarmos X = [0,10] \ Ny como, por definigdo de f, f(x) = z, para qualquer z € X temos
g: X — [0, 10], definida por g(x) = f(z), para todo 2 € X é injectiva pois, para quaisquer z,y € X,

9(x) =g(y) = (defini¢do de g)
f(z)=f(y) = (definigao de f)
T =1y.

(¢) Pela maneira como f estd definida f([n,n + 1]) =]n,n + 1{U{0} pois f(n) = f(n+1)=0en,n+1
sd0 os unicos elementos de Ny em [n,n + 1] (f(Jn,n + 1) =jn,n+ 1), paran € Nge 1 <n < 9.

(d) Conmsideremos X = {1,...,10} C [0,10]. Ora f~1(X) = {z € [0,10] : f(z) € X} = 0 pois,
pela defini¢do de f, f([0,10] \ No) = [0,10] \ {0,1,...,10} e, portanto, f([0,10]\No)N X = 0 e,
7(0,10] " Np) = {0}, donde f([0,10] N Ng) N X = 0.

2. Sejam X e Y conjuntos e f: X — Y uma aplicagao arbitraria.

[1,0] (a) Vejamos que a afirmacido f~1(Y \ B) = X \ f~(B), para todo o subconjunto B de Y é verdadeira.
Seja B C 'Y arbitrario. Por defini¢ao

FUY\B)={zre€X : f() €Y \B}

fYB)={reX : f(z)€ B}
Seja x € X arbitrario. Ora

refY(Y\B) &
reXANf(z)eY\B &
re€XAN(f(z)eYAf(x)¢B) <
reXAnzxdg f7Y(B) <

re X\ fUB)

defini¢ao de imagem reciproca)
defini¢do de complementar)

defini¢do de imagem reciproca)

~ Y~ o~

defini¢ao de complementar)

donde podemos concluir que, para qualquer x € X, z € f~1(Y \ B) se, e sé se, z € X \ f~1(B).
Assim f~Y(Y \ B) = X \ f~1(B) e, como tomdmos B C Y arbitrario, conclufmos que a afirmagao é

verdadeira.

(b) A afirmacdo f~!(f(A)) = A, para todo o subconjunto A de X é falsa como se pode verificar através
do seguinte exemplo: sejam

X ={1,2,3,4}, A={3,4}, Y = {a,b} e f:(cll 2 Z ‘;)

Ora
FA) =Y, FFHIA))=FY)=X e X#A
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3. A sucessdo (up)nen € definida por recorréncia por u; = 6, ug = 27 e u,, = 6u,—1 — Yu,_o, para n > 3.

Vejamos que u,, = (n + 1)3", para qualquer n € N, isto é,
S={neN:u,=Mn+1)3"}=N

Provemos que S = N utilizando o 2° Principio de Indugao.
(Base de Indugao) 1 € S pois (1 +1)3! =2-3=6=wu; e2 € S pois (2+1)32 =39 =27 = uy.

(Hipétese de Indugao) Suponhamos que para n € N>o se tem u; = (¢ +1)3", para qualquer ¢ € {1,...,n},
isto é, t € S, para qualquer t € {1,...,n}.

Vejamos que n+1 € S. Pela férmula de recorréncia pois n > 2, logo n+1 > 3 e, pela hipétese de indugao,
temos

Upt1 = Oup —9up_1
6(n+1)3" —9[(n —1) +1]3"*
2(n +1)3"+ — p3ntt
[2(n+ 1) — n]3"T!
= [(n+1)+13"H

donde n+1 € S.
Assim, pelo 2° Principio de Indugado, S = N e, portanto, u,, = (n + 1)3", para qualquer n € N.

4. Seja A={(2n+1,3) : n € Ng}.

(a)

SN
|

{((2-04+1,3),(2-1+1,3),....,(2-n+1,3),...}
{(1,3),(3,3),...,(2-n+1,3),...}

Podemos definir indutivamente A como se segue:
Axioma: (1,3) € A.
Regra: Se (n,3) € A, entao (suc(suc(n)),3) € A, para qualquer n € N.

(b) As regras de inferéncia de A sao as seguintes:

o (n,3) e A
(1,3) e A (suc(suc(n)),3) € A

Usando uma pirdmide de regras de inferéncia vejamos que a nossa proposicao, (5,3) € A, estd na
base da pirdmide e, no topo, temos o tnico axioma da defini¢ao indutiva de A. Denotemos (5, 3) por
(suc(suc(suc(suc(1)))), 3).

(1,3)e A
(suc(suc(1)),3) € A
)

(suc(suc(suc(suc(1)

B ed

)
e, portanto, a nossa proposicao é verdadeira, isto é, (5,3) € A.

5. Seja S o conjunto das palavras sobre o alfabeto ¥ = {a}.

(a) Podemos definir indutivamente S da seguinte forma:
Axioma: ¢ € S.

RegraConc: Se w € S, entao conc,(w) € S.

(b) Vamos indicar equagoes que definem recursivamente a funcao f : S — {0, 7} tal que

0, se o comprimento da palavra w é par
flw) =

m, se o comprimento da palavra w é impar.
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As equagoes que definem f s@o as seguintes:

o f(e) =0.

e f(conc,(w)) =7 — f(w), para qualquer w € S.

Ora as equagoes anteriores definem uma funcao f: S — {0, 7} se, e s6 se,

Vwes Htle{o,ﬂ} D f(w) =t,

isto é, se e sb se
R = {w S S : Eltle{(),ﬂ'}7 f(w) = t} = S

Vamos provar, pelo Principio de Indugao Estrutural, que R = S.

(Elementos bésicos) O unico elemento bdsico de S é e, a palavra vazia. Como, pela primeira
equacao que define f temos f(g) = 0 entdo existe um tnico ¢t € {0, 7} (¢t = 0) tal que f(¢) =t donde
e €R.

(Regras) Suponhamos que w € R, isto é, existe um tnico t € {0, 7} tal que f(w) =t.

Pela 2* equagao que define f temos f(conc,(w)) = 7 — f(w) e, como existe um unico ¢t € {0, 7}
tal que f(w) = t, temos f(conc,(w)) =7 —t¢. Ora t € {0,7} donde ¢t = 0 e, nesse caso, 7 —t =7
out=mevem m—t=0. Assim concluimos que existe um tnico ¢’ € {0,7} (' = 7= —¢) tal que
f(conc,(w)) =t donde conc,(w) € R.

Logo a unica regra que define indutivamente S é uma R-regra e, portanto, pelo Principio de Indugao
Estrutural, R = S, isto é, as nossas equagoes definem f como fungao.



