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[Cotagdo] S0 serao consideradas as respostas devidamente justificadas.

1. Counsidere a sequéncia de inteiros (5,%,3,3,2,1,1,1).

[1,0] (a) Indique, justificando, para que valores de k esta sequéncia podera ser a sequéncia de graus de um
grafo.
[3,0] (b) Para k = 4, usando o Algoritmo das Sequéncias Graficas, prove que a sequéncia é gréfica e represente

geometricamente um grafo simples que possua a sequéncia de graus indicada.

[25] 2. Considere uma arvore T' com ordem 18 e sequéncia de graus (57, 2'8~P). Determine o tamanho de T e os

valores de x e de p.

3. Considere o digrafo G = (X,U) tal que X = {1, 22, x3, 24} e cuja matriz de adjacéncias para a marcagao

usual é
0 0 0 1
1 0 1 1
AG) =
0 0 0 O
1 0 1 0
[1,0] (a) Determine a sequéncia de graus exteriores, a sequéncia de graus interiores e a sequéncia de graus de
G.
[0,5] (b) Diga, justificando, se G tem pogos, fontes ou vértices isolados.
[1,5] (¢) Indique, justificando, se G é conexo ou fortemente conexo.
[1,5] (d) Justifique se G é euleriano ou semi-euleriano.
[1,0] (e) Utilize a matriz de adjacéncias de G para justificar que existem dois sucessores simultaneos aos
vértices x2 € T4.
[20] 4. Sejam G uma arvore com pelo menos trés vértices e (d,,,dn—1,...,ds,d;) a sequéncia de graus de G tal

que ds > ds = 1. Justifique que G é um grafo cadeia.
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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:

Nimero de aluno: [ [ [ [ [ [ ]

[3.00 5. Usando o algoritmo de Prim, a partir do vértice A, determine uma arvore maximal de valor minimo para

o grafo ponderado G, identificando os arcos e numerando-os pela ordem em que os for escolhendo.
Preencha os espacos seguintes:

O grafo G é conexo pelo que é aplicavel o algoritmo de Prim.

O grafo tem 11 vértices pelo que a arvore selecionada terd 10 arcos.

O valor da arvoreobtida é2+1+3+3+1+4+1+4+1+6=26.

[3.00 6. Considere o seguinte grafo ponderado:

*B

Utilize o algoritmo da Cadeia mais Curta para construir uma cadeia A — B minima L, indicando

explicitamente todas as etiquetas atribuidas.

Ovalorde Lé34+14+6+1=11.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. Considere a sequéncia de inteiros (5, %,3,3,2,1,1,1).

(a) Para ser sequéncia de graus de um grafo a sequéncia tem de estar por ordem nao crescente logo
k € {5,4,3}. Como ja temos 6 impares na sequéncia e, pelo Teorema do Aperto de Maos, o ntimero
de vértices de grau impar é par entao k tem de tomar o valor 4.

(b) Determinemos se a sequéncia (5,4,3,3,2,1,1,1) é uma sequéncia grifica.

Tem-se:

Si : 5,4,3,3,2,1,1,1
S 3,2,2,1,0,1,1
Sy 3,2,2,1,1,1,0
sy 1,1,0,1,1,0
Sy 1,1,1,1,0,0

em que de S; para S}, i € {1,2}, se aplicou o Algoritmo das Sequéncias Graficas e de S} para Sit1,

i € {1,2}, se ordenou a sequéncia por ordem nao crescente.

Embora possamos continuar a aplicar o Algoritmo, concluimos facilmente que S3 é uma sequéncia

grafica, pois o grafo simples Gz tem S3 como sequéncia de graus.

CE

Atendendo & primeira parte da demonstracdo do Algoritmo, podemos construir um grafo simples
Go cuja sequéncia de graus é Ss. Teremos de acrescentar um novo vértice e torné-lo adjacente a 2

vértices de grau 1 e a outro vértice de grau 0.

G,
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Acrescentando um novo vértice a Gy e tornando tal vértice adjacente a 5 vértices, nomeadamente
ao vértice com grau 3, aos dois vértices com grau 2, a um dos vértices de grau 1 e ao vértice de grau

0, obtemos um grafo G; cuja sequéncia de graus é S;.

G,

2. A arvore T tem ordem 18, logo tem 18 vértices. Como toda a arvore tem, pelo menos, 2 vértices de grau

1 entao temos de ter x necessariamente igual a 1.

Numa arvore com n vértices a soma dos graus dos vértices é 2n — 2, conclusao obtida a partir do Teorema

do Aperto de Maos e do facto de o niimero de arcos de uma arvore ser sempre igual ao nimero de vértices

menos um.
Assim
S5p+(18—p) = 2-18-2
dp+18 = 34
p = 16
p = 4

Logo o tamanho de T é 17, x =1 e p = 4.

3. (a) Sendo A(G) = [a,j], pela definicdo de matriz de adjacéncias e pela definicio de grau exterior de um

vértice temos:

4

d+(.’£1) = Zalj:0+0+0+1:1,
j=1
4

df(za) = Y ag; =1+0+1+1=3;
j=1
4

dt(z3) = Y az; =0+0+0+0 = 0;
Jj=1
4

df(zs) = Y ay; =1+0+1+0 =2
j=1

Assim a sequéncia de graus exteriores de G é (3,2,1,0).

Analogamente, pela definicao de matriz de adjacéncias e pela definicao de grau interior de um vértice
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temos:
4
d™(z1) = Y ajy =0+1+0+1=2,
j=1
4
d7(1'2) = Za]2:0+0+0+020,
j=1
4
di(ﬂ'}g) = Za3310+1+0+1:2
j=1
4
e d(zs) = Y ag=1+1+0+0=2
j=1
Logo a sequéncia de graus interiores de G é (2,2,2,0).
Ora
d(z1) = df(z1)+d (z1) = 1+2 = 3,
d(xa) = d¥(ze) +d (z2) = 3+0 = 3,
d(zs) = d¥(z3)+d (z3) =042 = 2,
e d(z4) At (zs) +d (x4) = 2+2 =4

donde a sequéncia de graus de G é (4,3,3,2).

(b) Como d*(z2) #0 e d” (z2) = 0 entdo x4 é fonte.
Visto que d™(z3) = 0 e d (23) # 0 podemos concluir que z3 é pogo.
Nao ha vértices isolados pois nao ha vértices de grau 0.

(¢) Como ayq = ag; = agz3 = 1 entdo (1, x4), (x2,21) e (24, x3) sdo arcos de G.
Ora x1, (z2,%1), 2 é uma cadeia de comprimento 1 que liga z1 a z. Logo x1 e 22 estdo na mesma
componente conexa de G. Por outro lado, z1, (21, 4), 24, (x4, x3), x3 é uma cadeia x1 —x3 de compri-
mento 2 e, portanto, podemos concluir que x; e x3 estao na mesma componente conexa. Finalmente,

x1, (x1,24), ¢4 é uma cadeia x1 — x4 de comprimento 1. Logo z1 e x4 estdo na mesma componente

conexa.

Assim concluimos que os vértices x1, T2, T3 e x4 estdo todos na mesma componente conexa e,
portanto, G é conexo.
G nao pode ser fortemente conexo pois tem uma fonte zs e, portanto, ndo existem caminhos de
outros vértices de G para xs.

(d) J4 vimos, pelas alineas (a) e (¢), que G é conexo e tem apenas dois vértices de grau impar. Logo G
¢é semi-euleriano nao podendo, portanto, ser euleriano.

(e) O numero de sucessores simultaneos aos vértices x5 e x4 é dado pela entrada da posicao (2,4) da
matriz A(G)(A(G))T.
Ora

[AGIAG) ], = D (A)I(AG)) i

j=1

= 021041 + 22042 + A23043 + A24044
= 1-14+0-0+1-141-0
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logo existem 2 sucessores simultaneos aos vértices zo € 4.

4. Como G é uma arvore, logo um grafo conexo sem ciclos, temos de ter d; = 1 pois a sequéncia estd por
ordem nao crescente e nao hé vértices isolados. Como se trata de uma &rvore com n vértices terd n — 1

arcos e, Pelo Teorema do Aperto de Maos,
dp+dp1+---+dz+dy+di =2(n—1)
donde
dp+dp1+---+d3=2n—2-2,
isto é,
dpn+dp1+--+dg=2n—4=2(n—-2).

Visto que a sequéncia estd por ordem nao crescente e, por hipétese, d3 > do = 1 temos

Ora nao pode haver nenhum destes n — 2 elementos d,, .. ., d3 com valor superior a 2 pois, caso contrario,
terfamos
dp +dp_14+---+ds >2(n—2).

Assim d, = d,_1 =--- =d3z = 2 e, como G é uma arvore, tem de ser o grafo cadeia P,, isto é, G pode

ser representado geometricamente por

n vértices



