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[Cotagao] SO serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

1. Considere os conjuntos A = {{a,b},{b,c}} e B ={0,{0},{{0}}}. Represente, em extensao, os conjuntos

seguintes:
Lo () NA
[1.0] (b) UB.
[1.0] (c) {a} x{0,{0}}.
[1.5] (d) P({(a,b),(a,{b})}).
2. Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto S.
[2,0] (a) Mostre, utilizando tabelas de verdade, que
(A\B)U (B\A) C AU B.
[2,5] (b) Mostre, formalmente, que
(A\C)N (B\C) = (AN B)\C.
3. Sobre o conjunto X = {a,b,c,d, e} considere a relagdo S = {(a,b), (b, ¢),(c,d),(d,e)} e a relagdo R =
{(@,2) : 2 € X} U{(a,0),(c,a),(a,d),(d,a),(c,d),(d,c)}.
[1,5] (a) Represente a relagdo S por meio de um diagrama de setas.
[1,0] (b) Considere A a matriz de adjacéncias da relacdo S. Justifique que A; ; = 0 se, e 86 se, j # i+ 1, para
i,j€{1,2,3,4,5}.
[2,0] (c¢) Justifique, usando os elementos de R, que a relagdo R é uma relagdo de equivaléncia.
[1,0] (d) Determine o conjunto quociente X/R.
4. Considere o conjunto X = {a,b,c,d,e, f} e o seu subconjunto Y = {b,¢,d,e}. Considere a relagido de
ordem parcial sobre X definida por S = {(z,z) : x € X} U{(b,a), (c,a), (d,a), (e,a),(f,a), (e, c),(f,c)}.
[1,0] (a) Indique, justificando, se a afirmagao seguinte é verdadeira ou falsa:
O elemento a cobre todos os elementos do conjunto X\{a}.
[1,0] (b) Construa o diagrama de Hasse de S.
[2,0] (¢) Indique justificando, caso existam, os elementos maximais, o supremo e o minimo do subconjunto Y’

do c.p.o. (X,5).

[1,5] 5. Sejam R e S duas relagoes binarias simétricas sobre um conjunto X. Prove que se Ro S = S o R entao
Ro S é simétrica.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. Sendo A = {{a,b},{b,c}} e B={0,{0}, {{0}}}.
(a) MA={z | VYxea, € X} ={a,b}N{b,c} = {b}.
(b) UB ={z|3xep, € X} =0U{0}u{{0}}={0,{0}}.

(¢) Por definigéo,

{a} x{0,{0}} = {(z,9) ={{z} Az, 03} SP{a} U{0.{0}}) |z € {a} A ye{0,{0}}}
= {(a,0),(a, {0})}.

(d) P({(avb)v(a’ {b})}) = {X | X C {(avb)’ (a7 {b})}} = {(2)7 {(a’b)}v {(av {b})}, {(avb)v(a’ {b})}}

2. (a) Usando tabelas de verdade temos:

AT\ [BJu[@B[\[A[c[A]U][B
1 0 1 0 1 0 1 - 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1
0lolo|o]o|o0o]lo|-J0]o0]oO
(1) (2) (1) (3) (1) (2) (1) (4) (1) (2) (1)

(b) Queremos mostrar que (A\C)N(B\C)= (AN B)\C, ou seja
Vee S, xe(A\C)N(B\C)sxe(AnB)\C.

Seja x € S arbitrario.
x e (A\NC)N(B\C)
xe€ A\C N ze B\C
(reANzgC)N(reB Nzgl)
(xreANzeB) NxgC
r€ANB AN xgC
zre(AnB)\C

defini¢ao de N)
definicao de \)

defini¢ao de N)
definicao de \)

tr 0T

(
(
(associatividade e idempoténcia de A)
(
(

Logo, qualquer que sejaz € S, x € (A\C)N(B\C) seesése z € (AN DB)\ C, e portanto

(A\C)N(B\C)=(ANB)\C.

3. Dadas sobre X = {a,b,c,d, e}, a relagdo bindria S = {(a,b), (b,¢), (¢,d), (d,e)} e a relacao bindria R =
{(z,z) : x € X} U{(a,c),(c,a),(a,d),(d,a),(c,d),(d,c)} temos:

(a) Uma representacao de S por meio de um diagrama de setas, em que se coloca uma seta de = para y
se o par (z,y) € S, com z,y € X, é

e 1, se (x4,z4) €85;
A O, se (l‘i7l‘j) ¢ S
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temos a seguinte matriz

01 0 0O
00 1 0 O
A=|0 0 0 1 0
00 0 0 1
00 0 0 O

Logo, A; ; =1se,es6se, j =i+1, eportanto A; ; =0 se, esé se, j #i+ 1 parai,j € {1,2,3,4,5}.
Ax ={(z,2) | x € X} = {(a,a), (b)), (c,c),(d,d),(e,e)} C R, logo R é reflexiva.
R™' = Ax U{(c,a),(a,c),(d,a),(a,d),(d,c),(c,d)} = R, logo R é simétrica.

R\ Ax (a,¢) (¢,a) (a,d) (d; a) (¢, d) (d;c)

R\ Ax (¢,a)(c,d) | (a,¢)(a,d) | (d,a)(d,c) | (a,¢)(a,d) | (d,a)(d,c) | (¢,a)(e,d)

(R\Ax)o (R\Ax) | (a,a)(a,d) | (¢;c)(c,d) | (a,a)(a,c) | (d,c)(d,d) | (¢;a)(c,c) | (d;a)(d,d)

Assim (R\ Ax)o (R\ Ax) = {(a,a), (a,d), (¢, c), (¢c,d), (a,c),(d,c),(d,d),(c,a),(d,a)} C R e, por-
tanto, R é transitiva.

Como R é reflexiva, simétrica e transitiva entdo é uma relacdo de equivaléncia sobre X.

X/R ={[z]gr | x € X} é 0 conjunto quociente, isto é, o conjunto das classes de equivaléncia.
Ora para qualquer z € X, [z]r = {y € X | (y,x) € R} donde

lalr ={y € X [ (y,a) € R} = {a,¢,d} = [d]r = [d]r,

blr ={y € X | (y,b) € R} = {b},

le]r ={y € X | (y,e) € R} = {e}.

Assim X/R = {{a,c,d}, {b},{e}}.

Para qualquer z € X \ {a}, dizemos que a cobre z relativamente a S se, e s6 se,nao existe z € X tal
que (z,2) € Se(z,a) € S. Facilmente se observa, através do conjunto S que, por exemplo, (e,c) € S

e (¢,a) € S logo a nao cobre e. Deste modo concluimos que a afirmagéo dada é falsa.

Sabemos que os elementos x e y estdo ligados no diagrama de Hasse se, e sé se, (z,y) € S e y cobre
x.

Dados z,y € X e A = {(x,2) : x € X}, sabemos que y cobre x se, e 86 se, (z,y) ¢ (S\A)o (S\A).
Determinemos, entdo (S'\ A) o (S'\ A):

S\A (b,a) | (c,a) | (d,a) | (e;a) | (f.a) | (e,c) | (f,c)
S\ A (c,a) | (c,a)
(S\A)o(5\A) (e;a) | (f.a)
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Dado que a esté relacionado com cada um dos elementos de X mas nao cobre e nem f, obtemos o
seguinte diagrama de Hasse:

(c) Chamamos elemento maximal de Y a um elemento z € Y tal que néo existe y € Y \ {z} com
(z,y) €8
Conjunto dos elementos maximais de Y = {b, ¢, d}.
Chamamos majorante de Y a um elemento = € X tal que (y,z) € S para qualquer y € Y.
Conjunto dos majorantes de Y = {a}.
Chamamos supremo de Y ao menor dos majorantes.

Supremo de Y = a.

Chamamos minimo de Y a um elemento z € Y tal que (z,y) € S para qualquer y € Y.

Minimo de Y - nao existe.
5. Temos que R e S sao relacoes binarias simétricas pelo que

Ve,y € X, (x,y) € R= (y,z) € R

Ve,ye X, (z,y) €S = (y,x)€S.

Temos, também, que RoS = So R.
Provemos que

RoS={(z,y) e X xX:32€ X (x,2) € SA(z,y) € R}
é simétrica.

Seja (z,y) € Ro S arbitréario.

(z,y) € RoS < (definicdo de Ro S5)

JzeX (x,2) €SA(z,y) € R < (Re S simétricas)

JzeX (z,2) € SA(y,2) € R < (comutatividade A)

dze X (y,2) € RA(z,2) €S <& (definicdo de So R)
(y,z) € SoR < (por hipétese RoS =S o R)
(y,z) € Ro S

Logo, qualquer que seja (z,y) € Ro S, temos que (y,x) € Ro S e, portanto, Ro S é simétrica.



